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METHODUS 

INVENIENDI CURVAS- 

MAXIMI AIINIMIVE PROPRIETATE 

GAUDENTES. 

C A P U T PRIMUM. 


De Methodo maximorum (ir minimorum ad lineas curvas 

inveniendas applicata in genexe. 

E) E F I N J T I O I. 





E T HO D U S maximorum (jx mini-' 
morum ad lineas curvas applicata , 
eft methodus inveniendi lineas 
curvas , quas maximi minimive 
proprietate quapiam propofita 
gaudeant. 

Corollarium I. 


2. Reperiuntur igitur per hanc 
methodum linea; curvte , in quibus propofita qujepiam quantitas 
maximum vel minimum obtineat valorem. 

Euler De Max. Min, A C o- 
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DE METHODO M A X. ET M 1 N. 

O R O L L • I I* 

5. Cum autem eadem curva infinitis modis lui fimilis effici 
queat, Problema, nili quaedam rellridtio adhibeatur, maxime 
effiet indeterminatum , atque adeo nullum. Qiiarcunquc enim 
curva pr.xbeatur maximi minimive proprietate prardita , femper 
alia, illi quidem vel limilis vel diffimilis, exhiberi pollet, quie 
illam proprietatem 3 vel majorem, vel minorem, in fe contineret. 

CoROLL. III. 

4. Qiioniam igitur adxquata curvarum cognitio poffiulat , ut 
ex ad axem aliquem politione datum, ejufque portiones quafcun- 
que qux abfciffix vocantur , referantur : prima eaque prxeipua 
reftri(ftio ex quantitate abfciffix petenda erit. 

CoROLL. IV. 

j. Problemata ergo ad methodum hanc pertinentia ita pro- 
poni debent , ut quxrantur linex curvx ad axem politione da- 
tum relatx , qux inter omnes alias curvas eidem abfciffix relpon- 
dentes maximi minimive proprietate lint prxditx. 

S C H 0 L I 0 N. 

6 . Hxc itaque Methodus maximorum & minimorum maxi- 
me diferepat ab illa, quam alibi expofuimus. Ibi enim, pro data 
ac determinata linea curva, locum determinavimus , ubi propolita 
quxdam quantitas variabilis ad curvam pertinens fiat maxima 
vel minima. Hic autem ipfa linea curva quxritur , in qua quan- 
titas quxdam propolita fiat maxima vel minima. Methodus hxc 
jam fuperiori Seculo , mox poli; inventam Analyfin infinitorum , 
excoli coepit a Celeb. Fratribus Bernoulliis , atque ex 
eo tempore maxima cepit incrementa. Primum quidem Proble- 
ma, quod ex hoc genere eft tradatum , ad Mechanicam reC- 
piciebat , eoque quxrebatur linea curva fuper qua grave def- 
cendens citiffime delabatur j cui Curva brachyftochronit feu dnea 
cekrrimi defcenfus nomen erat impolitum. In hoc Problemate 

jam 
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AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. 3 

jam manifeftum eft , id , flnc adjunifla conditione , ncquidcm 
nomen qucrftionis retinere poflfc : perfpicuum enim eft , quo bre- 
vior magifque ad fitum verticalem accedens linea capiatur , eo 
fore tempus dcfcenfus fupcr ca brevius. Quamobrem non ab- 
folute quxri poteft linea , fupcr qua grave defeendens celerrime 
icu brevifllmo tempore delabatur ; fed abfcilfe quantitas , cui 
curva invenienda refpondeat , fimul debuit definiri ; ita ut, 
inter omnes curvas eidem abfciflx in axe politione dato 
fumtx refpondentes , quxreretur ea fuper qua corpus grave ci- 
. tiflime delaberetur. Neque vero in hoc Problemate illa condi- 
tio fufficiebat ad id determinatum efficiendum ; fed infuper if~ 
tam conditionem adjicere oportuit , ut curva invenienda per 
data duo pundta tranfeat ; atque illud Problema his' conditioni- 
bus adftringi debuit, ut fieret determinatum , inter omnes, fei- 
licet , lineas curvas per data duo punfta tranfeuntes eam deter- 
minare fuper qua corpus defeendens arcum datx abfeiflie ref- 
pondentem breviffimo tempore abfolvat. Interim tamen hic 
notandum eft , conditionem tranfitus per duo pundta non elfe 
abfolute necelfariam , fed in hoc Problemate per ipfam folutio- 
nem elfe illatam. In folutione enim hujus Problematis imme- 
diate pervenitur ad arquationem differentialem lecundi gradus, 
qux bis integrata duas recipit conftantes arbitrarias-, ad quas 
determinandas duobus opus eft pundtis per qux curva traduca- 
tur , vel aliis fimilibus proprietatibus : atque hxc eadem con- 
ditio , quali fua fponte , ad omnia iftiufmddi Problemata ac- 
cedit , quarum folutio immediate ad xquationem differentialem 
lecundi gradus deducit. In Problematibus autem qute refolvun- 
tur per xquationem differentialem quarti vel altioris ordinis , 
nequidem duo punfta ad curvam determinandam fufficiunt , fed 
tot opus eft pundlis , quot gradus differentialia obtinent. Con- 
tra vero, fi folutio ftatim ad xquationem algebraicam perducar, 
tum fine hujufmodi conditione Problema perfede erit determi- 
natum ; dummodo abfcilfo longitudo definiatur. Verum hxc 
omnia clarius perfpicientur , quando infra ad folutiones Proble- 
matum perveniemus : ibique has notationes fufius explicabimus. 
Hic enim in principio ifta tantum commemorare vifum eft , ut 

A 2 perverfas 


4 i>E METHODO MAX, ET M f N. 

perverfas ideas circa determinationem hujufinodi Problematum 
tollamus. 

Definitio II. 


7. Methodtts maximorum ac minimorum abfoluta ^ docet inter 
omnes omnino curvas , ad eandem abfeiflam relatas , determi- 
nare eam , in qua.propofita quxdam quantitas variabilis maxi- 
mum minimumve obtineat valorem. 

C O R O L L A R I a M. 

8. In Problematibus igitur ad hanc methodum pertinentibuS', 
' datur axis politione ; atque , inter omnes curvas qux ad hunc 

axem ejufque determinatam portionem reierri poliunt, determi- 
natur ea in qua quantitas quxdam variabilis fit maxima vel 
minima.- 

S 'C H 0 L I 0 H.' ' 


9. Aliam conditionem ad maximi minimive determinationem',, 
prxter abfcilTx quantitatera , hic in genere non adjicimus. Dan- 
tur enim Problemata , qux hoc modo' perfe< 5 te determinantur 
quemadmodum infra diftin<ftius patebit. Etfi enim etiam ejuf- 
modi Problemata occurrunt , ad qute determinanda infuper duo 
plurave pun6ta prxfcribi pofTunt , per qute quxfita curva tran- 
fcat ; tamen hoc demum ex ipfa cujufcunque Problematis folu- 
tione perfpicietur. Namque fi ad ejufmodi aquationem prO' 
curva quafita perveniatur , in qua per integrationem nova quan- 
titates conflantes fint ingrefia , qua in ipfa quaftione non ine- 
rant ; tum folutio cenfenda erit ambigua , atque vaga ; eo quod 
innumerabiles lineas curvas , qua ex determinatione illarum 
quantitatum conflantium & arbitrariarum' oriri poflunt , in fe 
Gompleditur.. His igitur in cafibus erit concludendum , Pro- 
blema cx fua natura non penitus efTe determinatum : fed ad ejus 
plenam determinationem , prater abfeiffa quantitatem , tot no- 
vas conditiones adjungi oportere , quibus illa arbitraria conflan- 
tes ad determinatos valores revocentur. Pro hujufmodi autem 
conditionibus commodiflime aflumuntur punda , per qua curva 

quafita 


AD CURVAS INVENIEND AS AP PLICATA. j 

qua'fita; fit tranfeundum ; totidem vero pun(5ta , quot- infunt in 
aquatione inventa quantitates arbitraria , ipfain aquationem de- 
terminatam reddent. Loco pundlorum autem', ad curvam qua- 
fitam perfefte determinandam , adhiberi etiam poflfunt totidem 
tangentes ,qua curvam quafitam tangant , fi contaeSus de- 
beat fieri in dato tangentis pundo , hac conditio duobus pun- 
dis aquivalebif. Quin etiam in locum pundorura , alia qua-, 
cunque conditiones fubftitui polfunt ; dummodo ea ita fint com- 
parata , ut per eas quantitates arbitraria in aquatione inventa 
contenta determinentur. Neque vero ante opus eft folutioneili 
ad finem perducere , quam ifta dijudicatio lufcipiatur ; fed infra 
tradentur certa criteria , quorum ope , ftatim , ex illa quantitate 
variabili qua maximum minimumve effe debet , dignofei pote- 
rit qua nova conftantes in aquationem pro' curva ingrediantur , 
qua in quaftione non continebantur. Oriuntur atitem ifta 
conftantes- arbitraria ex gradu difierentialium , ad quern aquatio' 
pro curva quafita ex/urgit ; quoti enim gradus prodit aquatio 
differentia! is pro curva quafita , tot quantitates arbitraria in 
illa cenfenda funt poteftate inefte ; hineque totidem conditioni- 
bus opus erit ad curvam determinandam. Idem vero etiam ufu 
venit in folutione omnium Problematum , quando aquatio dif- 
ferentialis, vel primi vel altioris gradus invenitur j ira ut hinc in- 
prafenti- inftituto nulla' peculiaris difficultas inefte cenfenda fit.- 

D' E F I N I t r o‘ 1 1 1.- 

10. Methodum maximorum ac minimorum relativa docet, non' 
inter omnes omnino curvas eidem abfcifta refpondentes , fed' 
inter eas tantum qua praferiptam quandam proprietatem com- 
munem habeant, eam determinare qua maximi minimive pro- 
prietate gaudeat. 

C O R O L L. I. 

11. Ad hujufinodi igitur Problemata folvenda , primum, eit 
omnibus omnino curvis eidem abfcifta refpondentibus ea funt' 

A- 3 fegrev 
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fcgregnndaj , in quas eadem prsfcripta proprietas competat j at- 
que tum deinum ex his fegregatis ea quae quaeritur debebit de- 
finiri. 

C O R O L L. II. 

I 

12. Quanquam autem tali conditione numerus curvarum om- 
nium ad eandem abfciiram relatarum vehementer reftringitur ; 
.tamen is etiaranum manebit infinitus. Qiiin etiam , fi non una , 
fed plures proprietates pricfcribantur , quibus omnes curvae ex 
quibus quxfita eit determinanda debeant efle prxditae i tamen 
ufque numerus curvarum manebit infinitus. 

CoRoLL. III. 

13. Quo plures itaque proponuntur proprietates , qu* iis 
curvis ex quibus quaefitam definiri oportet communes efle 
debeant ; eo magis numerus curvarum inter quas eleClio qus- 
fit^e eft inftituenda reftringetur , etiamfi maneat infinitus. 

S C H O L l 0 N L 

14. Ex hoc genere, in quo Methodum maximorum & mi- 
nimorum relativam conftituimus, initio hujus Seculi, primum a 

Bernoullio in mediam prolatum eft famofum illud 
Problema Ifoperimetricum ; in quo quaerebatur curva maximi mi- 
nimive proprietate prxdita , non inter omnes curvas ad eandem 
abfeiflam relatas , ied inter eas tantum qute ejufdem eflent lon- 
gitudinis ; ex quo iftie curvee , ex quibus qu.rfitam erui opor- 
tebat, funt appellata. Ita fi, inter omnes curvas 

eidem abfcilfe refpondentes & longitudine a’qualcs , quseratur 
ea qux cum abfcifla& applicata maximum fpatium includat; re- 
petitur quaefito linea circularis fatisfiacere : quod quidem jam 
diu ante inventam hanc methodum Geometris innotuerat , ac 
demonftratum erat. At, hoc cafu iterum, ex ipfa Problema- 
tum natura , novte conditiones accedunt ; uti in iis , qu.v ad 
I ' rn minimorum abfolutam pertinent ; . 

quae 
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qiKT cx conflantibus arbitrariis, quas folutio inducit , funt a?fti- 
mandx. Ita in folutionc Problematis , quo curva qUcTritur quae' 
inter omnes ejufdem longitudinis maximam copiprehendat aream' 
cum abfcifla , dua: conflantes nova: ingrediuntur ; cx quo , ad 
Problema determinatum efficiendum, id ita efl proponendum, uc 
inter omnes curvas ejufdem longitudinis, qua: non folum eidem 
abfeiffie refpondeant , fed etiam per data duo punda tranfeant , 
quarratur ea qux ad datam abfciflfam maximam aream referat.- 
Atque fimili modo evenire poteft, ut quatuor punda, & plura 
etiam interdum , pro arbitrio affumi debeant , quo Problema fiat 
determinatum : cujus rei dijudicatio ex ipfa Problematum natura 
efl petenda. Qiicmadmodum autem, in Problemate ifoperime- 
trico , omnes curvae ex quibus qua:{itam determinari oportet ' 
ejufdem longitudinis ponuntur j ita loco hujus proprietatis alia 
qucvcunque proponi poteft , qu^ omnibus communis efle debeat* 
Sic jam qua:(irar lunt curva? maximi minimive proprietate pro- 
dita:, inter omnes eas curvas ad eandem abfeiffiam relatas tantum, 
qua: circa eam abfeiffiam converfe omnes sequales fuperficies ge- 
nerent; atque (imili modo ali^e quacunque proprietates proponi 
poffunt. Deinde etiam , non una , fed plures hujufmodi pro- 
prietates praferibi poffunt , qua omnibus curvis int^ quas ea 
qua? maximum minimumve aliquod contineat definienda fit com- 
munes efie debeant. Ita fi quaereretur curva maximi vel mini- 
mi proprietate quapiam praedita, inter omnes curvas eidem ab- 
fcifla: refpondentes , qu^ tam effent omnes inter fe longitudine 
aequales , quam etiam areas aquales concluderent. 

I 

SCliOLlON II. 

0 

15. Propter hoc difcrimen inter Methodum maximorum & 
minimorum abfolutam ac relativam, tradatio noflra erit bipartita. 
Primum fcilicet methodum trademus, inter omnes omnino curvas 
eidem abfciffse refpondentes , eam determinandi qu^e maximi 
minimive proprietate fit pradita. Deinde vero progrediemur 
ad ejufmodi Problemata, in quibus curva maximi minimive pro- 
prietate 


5 TJ E M E T H ODO M A A'. ET MI M. 

# 

prictatc gaudens poftulatur, inter .omnes curvas quee unam plu- 
refve propofitas proprietates communes habeant > atque ex nur 
mero harum proprietatum iftius tractationis denuo fubdivifio 
orietur. Interim tamen non opus erit In hac fubdivifione lon- 
gius progredi j cum mox reperiatur methodus , quotcunque etiam 
jropofita? fuerint proprietates , Problemata facile refolvendi. So- 
utiones enim Problematum prima fronte maxime intricatorum 
prxter opinionem fient perquam expeditJE , ac levi calculo abr 
jolvendje. 

H Y P O T H E S I S I. 

1 6. In hdc trASlatione ahfciffam , ad quam omnes curvas referes 
mus , perpetuo littera x , applicatam vero littera y dejtgnabimus. 
'Tum vero , fumpt is elementis ahfcifjss aqualibus ■, femper erit dy — pdxj 
,dp = qdxj dq=:rdxj dr = sdxj &c. 

.C O R O L L. 1. 

17. His igitur fubftitutionibus omnia differentialia ipfius 7 cit- 
jufcunque gradus ex expreifionibus tollentur , atque praiter dif- 
ferentiale dx nulla alia differentialia relinquentur. ..Qiianquara 
autem hoc modo omnia differentialia , prcctcr dx., fpecie tan- 
tum ) non revera tolluntur ; tamen ha? fubftitutiones ingens no- 
bis in pri^efenti inftituto afferent fubfidium. 

G o R o L L. I I. 

18. Quin etiam hujufmodi fubftitutionibus differentlalis 
conftantis affumtio penitus de calculo tollitur : quodcunque 
enim differentiale aliud conftans affumatur, poft iftas fubftitutio- 
nes perpetuo eadem formula emergere debet. Interim tamen, 
ob methodum infra adhibendam , neceffe erit differentiale dx 

t * • 

tanquam conftans affumere. 


C O R O L- 
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C 6 R o L-L. IIL 

19. Ut autem facilius appareat, quomodo per has fubftitu- 
tiones differentialia cujufque gradus ipfius^ evanefcantj juvabit 
fequentem Tabellam adjecifle. , 


dj = 

= />d:c 


ddy — 

'—dpdx — 

•-qdx^ 

d^ y - 

— dqdx^ — 

— rdx^ 

y 

drdx^- 

‘sdx^- — 

d^y = 

— dsdx^ 

- ‘tdx^ 

&c. 

' ' &c. 

&c. ■ 


C „0 R O L L. I V. 

• • ‘ ^ ■- " ■ ' - ' - 

20. Quod fi etiam arcus curvae abrciflie .v, relpondens , cum 
fuls differentialibus cujufcunque gradus occurrat; ea ofnnia per 
iftas litteras ita exprimi poterunt , ut nulla alia differentialia pr«- 
ter dx adlint. Polito enim arcu = w erit.. 

/ * ■ '1 ■ ’ r r ‘ 

♦ ' • I .. . t ■. 

■w=f^.(dx^+dy'^)=fdxs/il+J>p') 
dTpp'=- dx \J , 

I I p (i d X 

= — — . 

\f(^+PP) , 

ji prdx^ . qqdx^ , 

a ly '* — — — -f-t » ' — ■ — 

\/Xi+pp) {i'+^pp)y'^ 

&c. . . 

t 

c o R o L L. V. 

2,1. Simili modo, ex his radius ofculi feu curvedinjs curvse 

in quovis loco, per quantitates Ipecie faltein finitas poterit ex- • 
■primi. Cum enim, pofito elemento dx conflante, fit longitu- 
do radii ofculi == fiet ea = ^ZlXLrt jP.f li:^ — 

dxddy q 
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MEtflODO MAX. ET MIN. 
C O R O L L. VI. 


ia. Porro ex urdem. rubiHcutionibus erit, ut fequitur.. 
Subtangens = j 

Subnormalis = —py 

Tangens, = 

Normalis —J V" ( i +// ) 

Atque , pari modo , omnes quantitates firiltje ad curvam perti- 
nentes, nifi integralla involvant, per hujufmodi quantitates fi-- 
nitas ita. exprimi poterunt., ut. nulla, differentialia amplius in^- 
fe videanturi. 

Definiti o IV. , 


i^.Mdxmlmnmive Fdrmulk ^ pro- quovis Problemate , no- 
bis erit ea quantitas, quje in curva quaefita maximum, mini- 
mumve valorem obtinere debeti. 


C o R o t t. Il 

24. Quoniam ih omnibus Problematibus ad' quae Ksec Metho- 
diis eft accommodata , curva quaeritur quie , vel. inter omnes , vel* 
tantum inter innumeras curvas certo, modo determinatas, ma- 
ximi mintmive proprietate gaudeat haec ipfa proprietas , quaj^ 
iii curva qujc/ita maxima vel minima elTe debet., erit quantitas;, 
eaque exprimetur Formula , quam maximi. minimiv e. Formulam hic: 
appeiiamus. , 


C! O'»- 


AD CURVAS JNVDNlENi>.AS APPLICATA. cH 

t * 

C O R O L L. II. 

2 5. Cum autem maximi minlmlve proprietas Ita proponi de- 
beat , ut ad datam ac determinatam abKifTam referatur ; For- 
mula maximi minimive quoque ad illam definitam abrcillam der 
bet referrL 

C o R o L L. ril. 

26. Erit .Igitur maximi mInImIve Formula, quantitas variabi- 
lis a longitudine abfeifla: cujufcunque cui refpondet pendens- At- 
que ih quovis Problemate quaeretur curva, pro qua, ad defi- 
nitam abfeiflam , illa maximi minimive Formula maximum mini- 
mumve obtineat valorem. 

C o R o L L. I V. 

27. Neque vero maximi minimive Formula a fola abfcink 
pendere poteft : hoc enim fi eflet, pro omnibus curvis eidem abfeif- 
fip refpondentibus eundem obtineret valorem , atque idcirco 
omnes aequaliter latisfacerent. 

C 0 R o L L. V. 

2 8. Hanc ob rem quoque maximi minimive Formula , praeter 
abfeiflam omnibus curvis quse in confiderationem veniunt com- 
munem , a qualibet curva peculiariter debet pendere ; ita ut una 
fit, pro qua maximum minimumve valorem induere queat. 

S C H 0 L l 0 N L 

29. Quohsec omnia clarius intelligantur , atque flatus QuaeC- 
tionum in fequenti pertradandarum melius comprehendatur ; 
ponamus, vel inter omnes omnino curvas, vel tantum inter in- 
numerabiles certam quamdam proprietatem communem habentes, 
qux eidem abfcilfe-AZ relpondeant,' eam determinari debere, 

- B 2 pro 
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pro qua valor formula’ IV lit maximus vcl minimus. Ponamus- 
huicQuaftioni fatisfacere curvam amz , ita ut , tiurcunquc alia 
curva ad abfcillam definitam AZ relcratur, valor formula IV 
vel fiat minor quam pro hac curva , vel major : prout in curva 
fatisfiiciente , vel maximum .efle debet vcl minimum. In 
hac igitur quaftione latiflime patente , habemus primo abfciflam 
determinat.v longitudinis A Z : deinde curva eft quarenda , 
vel inter omnes ommino curvas ad eandem hanc abicifiam re- 
latas , vel tantum inter innumerabiles quibus una plurefve pro- 
prietates fint communes, prout qnxftio ai methodum maxi- 
morum & minimorum vel abfoliitarn vel telativam eft accommo- 
data : tertio habemus eam quantitatem IV ■, cujus valor in 
curva quaefita amz maximus eile debet vel minimus ; eritque 
igitur quantitas PV maximi minimive formula-, ficur ea eft defi- 
.Bita. Nunc igitur ftarim apparet hanc formulam PVixz. efte de- 
bere comparatam , ut ad omnes curvas quae quidem concipi, 
poflunt accommodari queat. Primo fcilicet a quantitate abf- 
ciflie definite AZ debebit pendere; ira ut ea mutetur, valore 
ipfius A Z mutato. Deinde etiam a natura cujufvis curvae 
quje quidem concipi poteft peculiari modo debet pendere : nifi 
enim ira.cflet comparata, pro omnibus curvis eundem valorem 
fortiretur , quxftioque foret nulla. Q-jamobrem quantitas PV ^ 
praeter abfciftam , in fe quoque complecti debebit quantitates ad 
curvam iplam pertinentes. Cum igitur omnis curva deiermine- 
tuj per relationem inter abfciiram & applicatam , quantitas PV 
debet efte conflata ex abrcifta & applicata , & quantitatibus inde 
pendentibus. Hoc eft , fi abfeifla indefinita ponatur =’Ar,& ap- 
plicata refpondcns indefinita =:y j quantitas PV cftTc debet func- 
tio binarum variabilium-x: 8cy.. Quod cum ita fit, fi curva qux- 
cunque determinata concipiatur , atque ex ejus natura relatio, 
inter jy & in formula ^iubftituatur , ea definitum impetrabit 
valorem ad datam illam curvam atque ejus definitam, abreiflam. 
pertinentem. Quoniam jam ,. pro aliis atque aliis curvis , for- 
mula- IV diverfos valores induit , etiamfi in omnibus abfcifta’, 
sadem capiatur j manif^nm eft inter innumerabiles illas curvas. 

) ' unamt 
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unam cfle debere in qua valor formuhr fV maximus fiat vel 
minimus; at ]ue ad hanc curvam pro data quacunque determi- 
nata quaftione inveniendam, Methodus tradenda cft compara- 

C o R o L L. VI. 

30. Erit igitur maximi minimive formula IV, fundlio quaedam’ 
binarum variabilium « & y : quarum altera x abfciiram , altera v' 
applicatam denotat. In W inelTe igitur poterunt , non foium' 
ipfe variabiles x Sx. y , fed etiam omnes quantitates ab iis pen- 
dentes, cujufmodi funr p, q, r . s, &c. quarum lignilicationes 
fiipra tradidimus. Quinetiam formulje integrales ex his ortae 
quaecunque in_^ W ineffe poffunt : imo etiam debent ; fiquidem- 
quaeftio debeat efie determinata , uti mox oftendemus.. 

C o R O L L. VIL 

31. Propofita igitur ejufmodi formula W, feu fundione ip- 
ferum X $zy , fi quceftio ad methodum maximorum & minimorum 
abfolutam pertineat, ejufmodi xquatio inter x y defideratur,. 
ut, fi in IV valor ipfiusj» per x determinatus fubfiituatur , at- 
que infi AT valor definitus tr.ibnatur; major prodeat quantitas 
pro W' , vel minor , quam fi ulla alia aquatio inter xS^ y aflum- 
ta fuillet.. 

C o R o t L. VIII. 

32. Hoc ergo pado, qiiafi iones ad d<)drinam linearum curva- 
rum pertinentes ad Analyfin puram revocari poflunt. Atque vi- 
ciflim , fi hujus generis quaftio in Analyli pura fit propofita , ea’ 
ad dbdrinam de lineis curvis poterit referri ac refolvi. 

5 C H 0 L ION IL 

53* Quanquam hujus generis quafiiones ad puram Araly fih’ 

B 3 redu-. 
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reduci poflunt tamen expedit eas cum do<ftrina llncaruui curva*» 
rum conjungere. Qii6c fi enim animum a lineis curvis abdu*» 
cere , atque ad folas quantitates abfolutas firmare velimus i quasf- 
tiones primum ipfie admodum fierent abftrufa? & inelegantes , 
ufufque earum ac dignitas minus confpiceretur : Deinde etiam 
methodus refolvendi hujufmodi quicftiones, fi in Tolis quantitati- 
bus abftraftis proponeretur, nimium foret abftcufa & molcfta; 
cum tamen eadem , per infpe&Ionem-figurarum & quantitatum re- 
prccientationem linearem, mirifice adjuvetur atque intelleftu fa- 
cilis reddatur. Hanc ob cauTam , etfi hujus generis ^ quxftio- 
nes , cum ad quantitates abftraflas , tum concretas applicari pof- 
Tunt , tamen eas ad lineas curvas commodiflime traducemus & re- 
fol vernus. Scilicet quoties aequatio ejufmodi inter x & jy que- 
ritur , ut formula quedam propofita & compofita ex x 8c j y G. 
ex illa equatione quefita valor ipfius y fubrogetur , & ipfi x de- 
terminatus valor tribuatur , maxima fiat vel minima : tum fem- 
per queftionem transferemus ad inventionem linee“curve , cu- 
jus abfeifla fit x, & applicata , pro qua illa formula IV fiat 
maxima vel minima., fi ablcifla x date magnitudinis capiatur. 
His igitur notatis , natura hujufmodi queftionum Citis luculen- 
ter perfpicitur : nifi forte .cuiquam adhuc dubium creat ambigua 
locutio de maximo & minimo fimul. Verum ne hic quidem 
iillaadeft ambiguitas; nam etfi methodus ipfa eque monftrat ma- 
xima & minima, tamen in quo, vis cafu tacile erit difeernere , u- 
trum folutio prebeat maximum an minimum. Sepe numero au- 
tem evenire poteft, ut in data queftione tam maximum quam 
minimum locum obtipeat , atque his cafibus folutio erit duplex, 
altera . raonftrante maximum, altera minimum. Plerumque au- 
tem alterutrum , fcilicet vel maximum vel minimum folet efle 
impolfibile ; quod evenit, fi maximi minimive formula in infini- 
tum vel crefeere vel decrefeere poteft ; his enim cafibus , vel 
non dabitur maximum , vel non minimum, Ulu venire etiam 
poteft, ut formula propofita JV in infinitum tam crefeere quam 
decrefeere queat , atque his callbus nulla prorfus folutio locum 

habe- 
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habebit. H.ec autem dircrimina cunfta ipfe calculus poft folii* 
donem perpetuo roonftrabit. - 

Propositio I. Theorema. 

34. Ut per maximi minimive formulam W, curva determinetur 
a m z > qua pra omnibus reliquis fatisfaciat , formula W’ debet e(fe 
quantitas integralis indefinita , qua , nifi data ajfumatur relatio in- 
ter "X. y, integrari nequeat. 

D E M 0 N s r K a: r 1 0 . 

Ponamus enim formulam ZT" integralia indefinita non invol- 
vere ; erit ea fundio quantitatum x ^ indeque pendentium 

p, q > r \ s &c. vel algcbraica, vel talis rranfeendens qu;E fine 
affumta relatione inter x Si y exhiberi polfitj quod evenit, li 
vel logarithmi harum quantitatum , vel arcus circulares , vel 
ali» hujufmodi quantitates tranfeendentes definit» ingrediantur, 
qu» algebraids aequivalentes funt cenfendse. Qijod fi jam W 
ponatur fundio talis ipfarum x Sc y tantum, manifeftum eft va- 
lorem formulas Wy quem pro data curva amz ad datam abf> 
cillam A Z relata obtinet , tantum ab ultima applicata Z z 
pendere 5 atque pro omnibus curvis in Z eandem applicatam» 
Z z habentibus fore eundem j atque adeo tali formula indo- 
les totius curv» non determinabitur , fed tantum politio extremi' 
ejus puncti z; fi in fV praeter x Se y etiam quantitas p infit, 
tum praeter longitudinem applicat» Zz politio tangentis curvas 
ih z, feu politio ultimi elementi in z determinabitur. Sin au- 
tsem infuper q ingrediatur , tum politio binorum elementorumi 
curv» contiguorum in z determinabitur, & ita porro. Ex qui- 
bus fequitur, fi fuerit IVilmSiio determinata iplarum x, y, p 

q, r, 8 cc. tum per illam tantum curv» portionem infinite par- 
vam circa extremitatem z determinari : atque pro omnibus cur-- 
vis in eandem extremitatem delinentibus eundem valorem ipfius» 

elfe proditurum. Ut itaque per formulam PV tota curvae 
amz, quatenus toti abfcilf» AZ.. relpondet, definiatur', for— 

muiami 
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m ilsTi IV ita oportet cife comparatam , ut ejus valor ad deter- 
minatam curvam amz applicatus, a politione fingulorum elemen- 
torum hujus curva: intra terminos a & z (irormri pendeat. Hoc 
autem evenire non potcd: , nili quantitas IV (it ibrmula intcgra- 
lis indefinita , quie generatim fine alTumta ccquatione inter x 
& ^ integrationem non admittat. Q. E. D, 

C O R O L L. I. 

- \ 

55^. Nifi igitur maximi minimive formula fV fit quantitas in- 
tegralis indefinita , nequidem linea curva in qua valor ipiius 
fV fit maximus vel minimus determinabitur ; atque adeo quaf 
tio de invenienda curva, in qua efifet IV maximum vel mini- 
mum erit nulla. 

C O R O L L. II. 

^ 6 . Ut igitur curva alfignari poffit , in qua valor Ipfius IV 
prx aliis fit maximus vel minimus, formula fV talem formam 
fzdx habere debet; atque quantitatem Z ita comparatam elTe 
oportet ut difterentiale 2idx ^ nifi aequatio ftatuatur inter x & 
y , integrari nequeat. 

^CHOI/ON. 

• 5 7. Qiioniam maximi minimive formula IV debet efle inte- 
grale formulte dilferentialis indefinita: primi gradus ; hoc eft cujus 
■integrale fiat quantitas finita; ea formula dilferenrialis feiiiper 
ad hujufmodi formam Z^/x poterit reduci, ope litterarum 
r , &c. Et hanc ob rem in fequcnribus maximi minimive formu- 
la perpetuo per /Z^/.v nobis indicabitur. Erit autem Z fundtio 
non folum quantitatum x ^ y. fed etiam continebit litteras P . 
^ , r, &c. Ita fi area AazZ debeat efle maxima vel mi- 
nima, formula abibit in fydx-, &, fi fuperficies iolidi ro- 
tundi quod generatur rotatione curv.^ amz circa axem" A Z 
debeat efle maxima vel minima, erit lV=^fydx v^( I -t- />/ ) i 

atque 
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atque ita porro quxcunque formula debeat in curva quarfita eile 
maxima vel minima, ea femper erit hujus forma? fZdx^ fcili- 
cet integrale quantitatis finit.-e cujufdam Z in difFerentiale dx 
du(5lx. Debet aurem Z ejufmodi efle quantitas, ut fi «quatio 
ftatuatur inter x 8c y , integrale a; .determinatum obtineat 
valorem : ex quo Z erit fundio quantitatum x , y, 8c inde pen- 
dentium p , q , r, &c. vel algebraica five determinata , .vel pr«- 
terea ipfa in fe comple6letur formulas integrales indeterminatas.; 
quod diferimen probe eft tenendum. Ita li maximi minimive 
formula PV fuerit fy dx ^ yt\fydx\/Qi-\-pp')i quantitas Zerit 
algebraica, at fi \\\.W^=fyxdxfydx , tum erit Z=yxjydx ^ 
hoc eft ipfa quantitas Z erit indeterminata, cujus valor nifi re- 
latio intere: y detur, exhiberi nequit. Quin etiam evenire 
p.oteft, ut valor ipfius Z hujulmodi formula evoluta exprimi 
nequeat, fed tantum per «quationem differentialem demum erui 
debeat, ut fi &ierit dZ=ydx-\-ZZdxi ex qua «quationc 
valor ipfius ,Z per x Sc y nequidem exhiberi poteft. Hinc igi- 
tur tria nafcuntur genera formularum f Z dx , qu« in curvis qu£c- 
fitis maxima vel minima 'fieri debent. Quorum primum eas com- 
pledfitur formulas , in quibus Z .eft funCtio algebraica feu deter- 
minata ipfarum x^ y, 8c p, q , r , &c. Ad fecundum genus refe- 
rimus eas formulas , in quibus quantitas Z ipfa infuper formu- 
las integrales involvit. In tertio autem genere continentur e« 
formula? , in quibus valor ipfius ,Z per «quationem differentia- 
lem cujus integratio non conftat determinatur. 

Propo SITIO II. The orema. 

N 

38 . Si fuerit curva y in qua valor formula fZdx fit ma- 
limus vel minimus y atque Z fit functo alt^ehraica feu deterrrnna^ 
ta ipfarum x, y, p, q , r, &c. tum ejufdem curva quacunque 
portio m n eadem gaudebit praro^ativa ^ ut pro ea ad fuam abfcUfam 

MN relata^ valor ipfius fZdx fit pariter maximus vel mini- 
mus. 

t 

1 
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Valor formulae fhdx pro abfeifla AZ cft aggregatum om- 
nium valorum ejufdcm formulae , qui lingulis ablciUit' A Z por- 
tionibus refpondcnt. Qiiod (i ergo ablcilta A Z in parter quot- 
cunque, quarum una Iit MN, divila aondpiatur , atque ad 
fingulas partes hafee valor formulae fZdx exhibeatur; fumma 
omnium horum valorum prtebebit valotem formulae fZdx^ 
qui toti abfcilfK AZ convenit;- & qui erit maximus vel mini- 
mus. Qiioniam autem 'Z ponitur fundtio algcbraica ipfarum 
X , y ^ pi q, &c. valor formulx fZdx refpondens abfcilli portio- 
ni MN^a fola portionis curvae refpondcntis m n indole pende- 
bit , idemque manebit , utcunque reliquae partes a m & n z va- 
rientur ; lingularum enim litterarum x , p, q , &c. valores per 

folam curvae portionem m n determinantur. Si ergo formulae 
fZdx valores, qui conveniunt abfeiflae portionibus AM,MN, 
NZ, ponantur P, Q^ScR, quantitates hx P. Qj 8c R, z fe 
mutuo non pendebunt. Qriare cum earum aggregatum P4-f^ 
-f- i? fit maximum vel minimum , etiam unaquaque maximi mi- 
nimive proprietate praedita fit necelTe eft. Hanc ob rem , fi in 
curva amz formula /2 maximum minimumve habeat valo- 
- rem' i & quantitas Z fit fundio algebraica ipfarum x,y,p.qy &c. 
tum etiam, pro qualibet illius curvcB portione, eadem formula 
fZdx maximi minimi ve proprietate gaudebit.- -(^E. D. 

C O R O L L. I. 

» 

Quod fi ergo curva fuerit inventa amz, qua; pro abfeif- 
fa data A Z, habeat valorem ioxmvAxfZdx maximum vel mi- 
nimum , atque Z fit fundio algebraica feu determinata ,, tum 
etiam ejufdem curva; qutelibet portio , refpedu abfcilfr hx ref- 
pondentis , eadem maximi minimive proprietate gaudebit. 
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COPLOLL. IL. 

40. In hujufmodligitur Problematibus , ubi tale maximum mi- 
mmumve quaeritur, non opus eft quantitateni abfdlTse, cui ma- 
ximum minimumve refpondeat, definire j fed fi, pro una quacun- 
que abfeifla , formula fzdxCit maximum vel minimum , tum ea- 
dem pro quacunque alia abfeifla eadem proprietate gaudebit. 

C O R O L L. II I. 

41. Hujufmodi igitur Problemata refolventur, fi fingula; cur- 
va; qucefitit particulcE ita determinentur, ut pro iis valorformii- 
Ice f zdx fiat maximus vel minimus. Tum enim fimul tota 
curva, & quxcunqueejus portio , pariter eadem maximi^inimi- 
v.e proprietate erit inftruda. 

S C H 0 L I 0 N. 

42. Proprietas haec, qua gaudent curv.v in quibus iflius mo- 
di fbrmulcE f'Zdx , ubi ZeR fundio algebraica feu determinata 
ipfa-um X, y, p, q, &c. funt maximum vel minimum, efl: ma- 
ximi momenti j ea enim innititur univerfa methodus hujus gene- 
ris Problemata relolvendi. Ideo autem potiflimum hanc Propo- 
fitionem afferre vifum efl: , ne ea proprietas , qua: his tantum 
formulis f zdx, ubi z efl: fundio vel algebraica vel determina- 
ta, efl: propria, omnium omnino formularum qua: proponi pof- 
fiint communis cfTe putetur : in requente enim Propofitione 
demonftrabimus, li in Z infint formula integrales ; tum eandem 
proprietatem non amplius locum habere: ex quo fimul natura 
hujufmodi qua^ftionum clarius intelligetur. Hujus autem pra?- 

, fentis Propofitionis dcmonftratio ex eo petita eft fundamento j 
quod valor formula? fzd^-^ fiquidem Z eft fundtio vel alge- 
braica vel determinata ipfarum x , y., p, &c. qui conve- 

nit cuicunque abfcilfte portioni M N, a fola cume portione ref- 
pondentemn pendeat, neque a reliqua curva, vel anteriore am, 
vel pofteriore nz afficiatur ; quadratio ceflat, fi in z infint for- 

C 2 mular 
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mulse Ihtegrales indeterminata*. Valores enim quantitatum >r, jr,. 
» , &c. qui pro arcu curva* m n obtinent , tantum a politione 

elementorum hujus arcus m'n, atque elementis aliquot conti- 
guis qua arcum finita quantitatis non conftituunt pendent ; ex 
quo ctiam<|uantitas ex iis- litteris utcunque compofita per folara 
arcus rnn indolem determinabitur., nili adfuerint quantitates in- 
tegralcsj cujufmodi (nni ^dx, qua; totam arcam anteriorem 
A a m M introduceret , vel/Vx \/ ( i +// ) 3 qusc totum arcum- 
prarcedentem a m involveret. Hinc igitur diftindius intclligi- 
tur, quid per fundionem determinatam iplarum .v, y . f»-, ^ r\ 
&c. denotare velimus : Fundio fcilicet determinata ita eft‘ com- 
parata, ut', pro quovis loco j a prrefentibus valoribus litterarum' 
x,y, p, q\ &c. tantum pendeat , neque valores earum ante-- 
riores in»fe compledatur. Fundio autem indeterminata cft ta- 
lis, cujus valor in quovis loco, non ex folis valoribus quos ha' 
littera x , y, p\ q , &c. in ifto loco obtinent determinari potefti, 
fed infuper omnes valores ad” fui determinationem requirit , 
quos ifta littera in omnibus locis anterioribus obtinuerunt. Ita 
patet, omnes fundiones algebraicas elTefimul determinatas; pra-- 
terea vero etiam omnes fundiones tranfeendentes , qua a rela-' 
tione inter- X & y. non pendent funt determinata , cujufmodi 

funt, Afin. quarum valores in quovis 

loco ex valoribus litterarum , quos in hoc folo loco obtinent, 
alllgnari polTunt. Quando autem in fundione quapiam infunt 
formula integrales indeterminata ,, qua a mutua relatione inter 
X Scy^ quam ubique tenent, pendent, tum earum valor, in dato 
loco, non ex valoribus , quos ha littera ih ifto loco habent,, 
cognolci poteft, fed' infijper omnes* valores. in locis quibufque-' 
anterioribus nofte oportet., hoc eft generalem relationem inter 
coordinatas x Sc y : talelque fundiones vocamus indeterminatas; 

quippe qua toto coelo diverfa funt ab iis, quas determinatas - 
appellavimusi. 
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Propositio III. T h e o r e m a; 


45 . Si fuerit a m Z' curva /thfcifx A Z refponelens , in qua {'Z, d X 
Jit maximum vel minimum', in Z autem ' contineantur formula in- 
tegrales indet erminattu i tum eadem maximi minimive proprietas non 
cadit in quamlibet curva portioncrh^ fed toti tantum curva - ah fciff a 

AZ refpondenti propria erit.> 

« 

B E M’ 6 N- S T R A T I 01 

Gonciplaitur' tota' curVa a 111^5 pro qua fZdx eft niaximiitn^ 
vel minimum , in duas^ partes quafque divifa per applicatam* 
Mm fitque formulae f 2 idx valor convenieris portionr am'=: 
P 5 ejufdcm autem formula valor pro altera portione mz fit 
= q:= pro tota' igitur curva' amz valor forniulte fZ^dx erit 
= P -h Q: quem ponimus cfTe maximum vel minimum. Qiio 
autem omnem ambiguitatem' tollamus’, tbtamque rem diftinc- 
rius proponere queamus j ponamus P Ql^elTe maximum ; quod 
enim de maximo demoriftrabitur , idem de minimo facile intel- 
ligetur. Quod /i jam valor ipfius valore ipfius P non pen- 
deret , tum aggregatum P + Q' maximum efle non pollet i- nifi- 
limul uterque 'valor P & feorfim' fit- maximus;' At noftro' 
cafu , quo quantitas Z in fe' continet formulas integrales indeter- ■ 
minatas, valor ipfius Q^non tantum a curv® portione mz ad 
quam refertur pendebit, fed fimul a tota curva-- anteriore am; 
.atque adeo a valore- ipfius P.’ Nunc dicimus, ad id- ut P-f Qj. 
fit maximum , non requiri , ut valor ipfius P fit maximus. . Po- 
namus enim portionem curvte a m ita effe comparatam', ut pro ' 
ea P fit' maximum , & aliquantillum/ mutari' concipiatur ' portio ' 
curva: am, ita ut' valor formula /zdx minor evadat, puta = P’ 
—p : fieri utique poterit ut ex hac mutatione valor ipfius f^crefeat,! 
quod incrementum ponatur q : eritqiie , mutata aliquantillum por-^ ■ 
tione am, ita ut pro tz fzdx non amplius fit maximum, ya-- 
lor iormnXx f Z d X pro tota- curva amz = P p Qj^ f. 
Gum igitur .evenire queat' ut' fit f';». p^ intclligitur formu-- 

Q- 3, lam 
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lam fzdx pro tota curva amz maximam cfTc polTe, ctiamfi 
.maxima non fit pro qualibet portione am. E. D. 

C O R O L L. I. 

' * i 

44. Qiiando ergo curva fuerit inventa , qua? , pro data abfcif- 
'fa AZ, habeat valorem ioxm\x\x fzdx maximum vel minimum, 
& Z lit fundio indeterminata ; tum non fequitur quamlibet cur- 
va? inventa? portionem eadem maximi miniraive proprietate fo.- 

- re pra?ditam. 

,C o R O L L. I I. 

45. ' In refolutione igitur hujufmodi Problematum , in quibus 

curva queritur, qua? pro data abfeifla AZ fzdx ma- 

ximum vel minimum, perpetuo ad totius abfcifiie propofita? 
quantitatem erit refpiciendum , atque maximum vel minimum 
ad eam tantum, non vero ad ejus quamlibet portionem , .accom- 
modari debebit. 

C O R O L L. III. 

j 

46. Maximum igitur hinc patet diferimen , quod inter formu- 
las fZdx ^ in quibus Z fundio eft determinata vel indetermina- 
ta, intercedit,- fimulque autem Methodorum diverfitas inrelligi- 
tur , quibus ad refolutiones quseftionum , in quibus hujufmodi 
formularum maximi minimiye valores requiruntur, uti opor- 
tebit, 

% t 

S C H 0 L I 0 N. 

47. Ex demonftratione hujus Propofitionis non quidem nc- 
ceflario fequitur , fi pro data abfcilfa A Z curva habeat formu- 
lam maximam vel minimam, tum fingulas ejus portiones 
eadem hac prorogativa gaudere j verumtamen latis intelligitur, 
quoties eadem proprietas in fingulas portiones competar, id ca- 

ftt 
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fu evenire; Hineque nihilominus fiimmc ncccifariiim cft > fo- 
lutionem perpetuo ad totam propolitam abfeiflam accommodare. 
Interim tamen, in Problematibus ad methodum relativam perti- 
nentibus evenire poteft, ut formulas f Zdx ^ in quibus Z fit func- 
tio indeterminata , quafi determinata eflet tradtare liceatt Hoc 
fcilicet accidit , fi inter omnes tantum curvas in quibus for- 
mulae illa? integrales indeterminata: quae in Z irifuilt a:qiiales 
obtinent valores , ea defiderctur, in qua at fit maximum 
vel minimum : hoc enim cafu formulae illae integrales ^indeter- 
minata: fieri cenfenda: fuiit determinatae. Ita fi, inter omneS' 
eurvas ejufdem longitudinis, determinanda fit ea in qua fit 
maximum vel minimum, atque in Z praeter quantitates 
determinatas , infit arcus curva: /Vx y/ ( i +// ) 5 hic, quia ia 
omnibus curvis ex quibus quaefiram- definire oportet, eundem- 
obtinet valorem, inftar fundionis determinatcT tradarr poterit- 
Haec autem eunda in fequentibus clarius explicabuntur.- 

N.. 
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48. Si cur^VA ahfcijja in elementa- innumeralilia infinite 

farua inter fe aqualia dijfecetur , cujujinodi funt I K , K L , 
LM, atque portio quacunque A M vocetur x, cui refpondeal 
f unii io quacunque variabilis F , eandem funZlionem F , quatenus rc- 
feretur ad punUa ahfciffa vel fequent ia N, O, P, Q_, &c. vel 
antecedentia L, K, I, ita denotabimus ^ ut fit valor iJliusfuHC^ 
tionis^ qui pro punllo M ejf , ut fequitur.^ 
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fro L 
/»r^K 
fro I 
frohi 


V, 

h 

F 


&c. 
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>■ fro funHis abfcijfk dfttecedentihm,, 


Atque hoc faHo , jine frolixa differentialium fcriptione , valor func-^ 
,tionis cujujcunque vdriabilis , qui t» quovis abjcijpe furtHo locutu 

.obtinet i commode indicabitur. 

} 
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'49. Cum Igitur fundionis cujufqiie valor, in loco quocun- 
^ue, fit squalis fuo valori , in loco antecedente differentiali fu* 
au( 5 to, erit 


F = 

— F + <^F 
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. ,50. Si ex fingulis abfcifls divifionibus applicats ducantur , 
atque ea qus abfcifls A M = x refpondet , nempe M m , po- 
natur = j , reliqus tam fequentes quam antecedentes , ita de- 


notabuntur 
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COROLL. III. 

% 

Nn — Mm 


dx 


> erit 


5 1 . Cum deinde valor Ipfius fit 

cl 9C d OC ' 

p i fequentes autem pariter ac antecedentes ipfius p 

y,alores ita fe habebunt ; 


P 

/ 

P'' 


d X 


J/ 






d X 

-y 

dx 

S — 


dx 

&c. 


p 
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dx 

. y — y, 

d X 

, y, — yn 

d X 

Jn yy„ 


//y 


d X 


■ •V. 


C O R O L L. IV. 


5 2 .Deinde, quia eft ^ ^ 


// 


• 

# 


dx' d X dx* 

ex quo quantitatis ^ valores , cum fequentes tum antecedentes 
ita fe habebunt : 


i 


iV 


/- 

— 2/ + 5» 


9 " - 

- 2y 4-ji» 



f ■ 



_y"- 

— +y 


y- 

— 2jy +jy. 






— 2/"+/ 


Jl»- 

— 2 y, + 



^// ■ 


d X* 


&c. 



Scc. 


c o R o L L. V. 

5 3 . Simili igitur modo per ifia applicatarum figna poterunt 
Euleri de Max. (jr Min. D valo- 
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valores quantitatum r , j- , /, &c. ut has fupra aflumfimus, de- 
terminari , atque ex figura definiri. Erit fcilicet 

_ y"— y 

^ dx^ 

y '' 4fy"' (^-y" 4 / -f-J) 

J= — 

^ y' — W''+ ^oy" — ioy'''4- ^y' — T 

^ dx^' 

&C.- 

unde harum litterarum’ valores tam praecedentes quam antece- 
dentes formari polfunr. 


C o R o L n. Vr. 

t 

t 

54 . Quod fi autem formula fZdx ad ablcilfam AMr= je' 
fiierit relata ;■ erit ejus valor fequenti abfciffe elemento M N 
i=r dx refpondens== Zdx. J-Iincquc fimili modo formula* fZdx' 
valores fingulis abfeifiae elementis refpondentes' denotabuntur ut 


pro 

M N' ~ 

'Zdx 

pro 

II 

Z d x\ 

pro 

NO — 

Zdx- 

pro 

LM = 

2^dx 

pro 

OP = 

21' dx 

pro 

KL = 

Zfj d X' 

pro 

.PQ. = 

Z."dx 

pro 

IK — 

'Z,,,dx: 


&c. 

\ 

t 

&c. 



€ 

^ 0 R G 

» L L 

Vir. 



5 5 ." Si ergO' exprelfio f2xdx ^di abfciifam curvx AMT — a? 
pertineat ; ejufdem exprellionis valor , qui conveniet abfcillic 
propofitte A Z, erit = fZdx-\- Zdx -\-21 dx+ 21' dx + Z"d x 
-f- &c. in infinitum , donec perveniatur ad ultimum puncflum Z. 


G o R o t L. VIIL 

5 (5.. Si igitur curva, inveniri debeat, quae pro data abfcilfa AZ 

v.alo- 


i 
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valotetn formulas f'Ldx habeat maximum rainimumvej tum, 
pofita abfolifa quacuni^ue indefinita A M = x , efficiendum eft 
ut hasc expreffio f 'Z,. dx 'L dx 'ZI dx 21 ' dx 'L "dx + &c. 
ufque in Z fiat maxima vel minima. 

:S C H 0 L l 0 N. 

57. Quanquam hiec hypothefis tantum pro arbitrio eft fiufta i 
tamen ifta figna maximam afferent utilitatem ad Problemata , 
quse ad hanc methodum maximorum & minimorum pertinent , 
fuccinde refolvenda. Plurimum enim valet in hujufmodi nego- 
tiis commoda fignorum eledio , cjufque ope calculus non folum 
contrahi , fed etiam multo fecilior & expeditior reddi poteft. 
'Prjeftabit autem ifte fignandi modus longe alteri recepto, quo 
per differentialia valores fundionum variabilium proxime fequen- 
;tes exprimi folent.; eo quod in ipfa refolvendi methodo alius 
generis differentialia .occurrent , quse cum naturalibus quantita- 
tum variabilium differentialibus facile confundi poffent, nifi, if- 
ita aflumta (ignandi methodo 0 naturalia differentialia notatione 
falcem tollerentur. 

Propositio IV. TheoRema. 

V 

58. Si a m n o z fuerit curva ad abfeiffam datam A Z relata , 
in qua formula f Z d x maximum minimumve obtineat valorem ; at~ 
que alia concipiatur curva amroz ah ifta inftnite parum difere- 
pans., tum valor formula fZdx pro utraque curva erit idem. 

DEMONSTRATIO. 

Quando in Analyfi formula quaspiam variabilis fit maxima , 
tum primo crefeendo continuo magis ad maximum valorem ac- 
-cedit , deinde vero cum hunc attigit , iterum decrefeendo ab eo 
recedit. Ifte autem acceffus ad maximum valorem atque recef- 
fus ab eodem ita -fit, ut dum quantitas proxime ad maximum 
valorem vetfatur , tura ejus incrementa ac decrementa momenta- 

D 2 nea 


S 
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nea evanefcant; hocque idem de minimo eft intelligcndum. 
Dantur quidem etiam ejufmodi maxima & minima , circa qua; 
incrementa & decrementa iint infinite magna ; verum hujus ge- 
neris maxima & minima in pra;fenti inftituto raro locum inve- 
niunt, & li inveniunt, facile erit ea determinare. Sufficiat igitur 
notafle circa maximum & minimum mutationes momentaneas 
non dari pofle finitas. Qiiod fi ergo in curva a nin o z expref- 
{\ofzdx maximum minimumve habeat valorem; pro alia cur- 
va ejufdem expreffionis valor eo magis a maximo minimove re- 
cedet , quo magis ha;c alia curva ab illa diferepet. Sin autem alia 
curva infinite parum differat ab illa fiuisfaciente, tum , pro utra- 
que, formula fzdx eundem obtinebit valorem. Hujurmodi 
autem curvam minime diferepantem concipiemus, li arcum tan- 
tum infinite parvum m n o infinite parum variari , ejufque loco^ 
arcum mro fubftitui ponamus. Quamobrem ex curva az, pro 
•qua fzdx maximum, eft vel minimum, portionem infinite par- 
vam mno exfeindi, ejufque loco aliam mi^o infinite parum ab 
illa diferepantem inferi intelligamus ; tum valor formula f Zdx 
qui convenit curvse amnoz tequalis erit valori, qui convenit 
eurv£B a m > o z« £. 

C o R O L t. F. 

59. Quoniam mutatio debet poni quamminima ; non fuffi- 
ciet arcum mno, qui immutari ponitur , accipere infinite par- 
vum , fed etiam deviatio h v , pra; arcus longitudine m n o , de- 
bet efle infinite parva.. 

C o R O L L. ■ 1 1. 

5 o. Pofita igitur tali mutatione in curva , mutatio inde etiam 
in valore formula; /Z^ AT orietur; qute autem per demonftra- 
tionein erit evanefeens. Atque hoc modo ex tali affumta mutatio- 
ne orietur aquatio , qute fimul curvas^ qutefita; naturam prtebe- 
bir. . ' 


AD CV&VAS I^fVENIEJNDAS APVLlCAtA. 

S C H 0 L I 0 N. 



6x. In hac Propofitione continetur uillverfa methodus re- 
folvendi Problemata, quibus curva dcfideratiir in qua valor for- 
mulae cujufdam indeterminatae ut /Zdx fit maximus vel mini- 
mus. Semper enim concipitur portio curv.T infinite parva , uti 
mno, aliquantillum variari in mVo, atque tum qujeritur dif- 
ferentia valorum quos formula fzdx\ cum pro' curva vera' 
amnoz, tum pro fida am^-oz, fortitur , eaque differentia 
nihilo aequalis pofita dat naturam curva qualita. Mutatio au- 
tem ifta in loco indefinito' fieri debet, ut ad totam curvam per- 
tineat , atque ad fingula loca pateat. Poteft autem ifta muta- 
tio utcunque inftitui , dummodo fit infinite parva , atque vel ad 
duo vel plura curvae elementa extendi i femper enim eadem, re- 
fultare debet aequatio finalis, . Interim tamen calculi commodi- 
tas poftulat , ut mutatio ih tam paucis elementis inftituatur , 
qua: fufficiat ad folutiortem abfolvendam'.- Ita fi , inter omnes 
'omnino curvas eidem abfeiffe refpondentes , ea determinari de- 
beat, in qua fit fzdx maximum vel minimum ;- tuni- fufficiet' 
bina tantum curva: elementa mutata conciptre: At fi non in- 
ter omnes curvas , fed eas tantum quee unam plurefve expref- 
fiones communes habeant, ea definiri debeat' in' qua quaepiam^ 
quantitas fit maxima vel minima ; tum mutationem non quam- 
cunque- m V o accipere licet , fed talem ftatui oportet , ut illa>' 
proprietates omnibus curvis communes conferventur. His igi- 
tur cafibus , duo elementa non fiifficient , fed plura accipi de- 
bebunt, ut omnibus conditionibus fatisfieri queat.- 


D E p r N I t I o V. 

6t. Valor Dijferentialis data: maximi minimive formula rcl-- 
pondens eft differentia inter valores, quos ha:c formula, cum 
in ipfa curva quaefita, tum in eadem’ infinite parum immutata , 
obtinet. 




I 


co 
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C O R O L L. I. 


O 


63. In curva igitur, pro qua data formula, 

maximum minimumv.e effe debet, hujus formulae valor differen- 
tialis rerpondens' evanefeet. Atqite hanc ob rem fi valor diffe- 
jentialis nihilo .aequalis ponatur j habebitur arquatio , qua cury» 
quaefitx natura exprimetur. 

C O R O L L. II. 

64. Ex invento igitur valere differentiali, qui propofita* maxim;i 
minimive formulae refpondeat, flatim habebitur aequatio ex- 
primens naturam ejus curva? , in qua formula illa ptopofita ni^ 
ximum minimumve habeat valorem. 

f . c t ^ ■i’' . V . . . . 

C o R o L 'L. III 

65. Totum igitur negotium ad curvas inveniendas, quae 
maximi minimive proprietate gaudeant , eo eft redudum , ut 
pro quaque maximi minimive formula ejus conveniens valor dif- 
fcrentialis inveftigetur. 

• - f 

SGHQLIQN. 

i. • s • . .. « 

66 . Cum igitur in genere tradita fit idea non folum natu- 
rae quaeftionura , quibus, curvae maximi minimive proprietate prxr 
ditae queruntur , led etiam methodi , qua ad eas refolvendas uti 
oporteat , ad ipfam tradationem progrediemur. Ac primo qui- 
dem Methodum abfolutaro , qua cury» qustruntur qu^e inter 
omnes omnino curvas ad eandem abfciflfam relatas maximi mi- 
nimive proprietate quapiam fint praeditje, trademus. Deinde 
pergemus ad Methodum maximorum ac minimorum relativam, 
ad quam tales pertinent quasftiones , qua? non inter omnes cur- 
vas datx abfciife refpondcntes , fed eas tantum qux data qua- 
dam communi proprietate una pluribufve gaudent, eam determina- 
ti jubent , cui ma;^mi minimive prsetog^tiva quapiam conve^- 

niat. 
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niat. In has autem tradationes natura formula; fZdx., qux 
maximum minimumvc efle debet , ingens diferimen infert , pro- 
ut 2 fuerit fun€lio vel determinata vel indeterminata ; quemad- 
modum jam obfervavimus. 



€ A P U t 



X)e Methodo maximorum ac minimorum ad lineas cur-- 

<vas inveniendas abjoluta.- , 

m 

Proposit I'0‘ i. P r o b l e m A,- 

I.' in curva- quacunque amz' una applicata' quavis Nn du- fig_ 
O geatur particula infinite parva n v ; invenire incrementa vel 
decrementa , qua fingula quantitates determinata ad curvam pertinentes^ 
hinc ae-cipient. 

S O L XJ’ T I (P.. 


Qnantitates determinata: ad curvam^ propbfitam" pertinerifes' 
funt, praeter abfeiffam x, quae non afficitur, he /, />, r^ 

&c. cum fuis derivatis valoribus , quos in locis vel fequentibus^ 
vel antecedentibus fortiuntur. Quod fi nunc ponamus A M = x , 
& Mm=y, erit-N n=/5 hujufque valor per translationem* 
pundli njn v augebitur .particula n>, reliquae aufem; applicata 
y" 5 y" 5 y" 5 pariter ac procedentes y,-,- fn’-, y y^ 
non afficientur. _ Cum igitur fola applicata-/ crefeat particula n *';• 
ex Cap. proc. §. §. y i & feqq; colligetur quantum' incrementum* 
reliquae quantitates omnies capiant* ex incremento' folius applica-- 
tae y . Omnes fcilicet quantitates , quarum valor pendet ab y , 

mutationem fubibunt, reliquae vero, quae ab y non pendent", 

manebunt invariatae. Ita cum fit P quantitas qr 

J/ r 

crefcct particula at cum fit / Hoc quahtitas; 

p' de- 


t 
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f' dccrefcct particula^. Similique modo reliquarum quanti- 
tatum incrementa vel decrementa reperientur, delendo in ca- 
rum valoribus fupra exhibitis omnes valores ipfius jy, praeter 
hunc/, hujufque loco feribendo nv. Hoc modo omnium quan-. 
titatum determinatarum , quie quidem mutationem patiuntur , 
incrementa in fequenti Tabella congcllimus 


Quant. 

Increm. 

Quam. 

Increm, 

/ 

y 

+ nv 
• 


4- 

^ dx* 

f 

4- !LL ' 

^ dx 

Sn 

4 «I' 
d X^' 

/ 

n V 'l 

dx 


6n V 
dx^ 

f , 

- ^ 

^ dx^ 

s 

4wv 

dx^ 

q 

2nv 

dx^ 

r 

S 

, rt y 

77* 

t 

y 

«„ 

^ dx^ 


4 - dLL 
^ dx^ 


, ny 

dx^ 

\ 

__ <)nv 
d X^ 

r, 

3«(» 

d 

tj! 

, 10 ny 

dx^ 

7 

, Znv 
dx^ 

ti 

lony 

dx^ 

T 

ft V 

dx^ 

t 

^ dx^ 


• 

t' 1 

n y 

1 e 




Atque ex hac Tabella etiam ulteriorum quantitatum, fi quae 
occurrunt, incrementa vel decrementa &cile cognofei poterunt» 


Ad CXJ RF as IJ^FENIEND iis AESOLVTA, 53 

C O R O L L. I. 

^ # • 

2. Gognitis igitur incrementis harum quantitatum primaria- 
rum ad curvam pertinentium, inde omnium quantitatum ex iis 
compoiitarum incrementa, qua; oriuntur cx auda applicata»', de- 
terminari poterunt , fi ratio compofitionis Ipcctetur. 

C o R O L L. II. 

3 . Harum fcilicet quantitatum incrementa exhibita, confidera- 
ri poterunt tanquam earum differentialia. Atque fi propofita 
fuerit quantitas quaecunque ex illis compofita , ejus conve- 
niens incrementum ex tranflatione pundi n in p’ ortum invenie- 
tur , .differentiando illam quantitatem , & loco dilFcrentialium 
fingularum quantitatum, feribendo ea incrementa, qu^ his quan- 
titatibus funt adferipta. 

C ORO L L. .1 II. 

4. Si igitur habeatur hsc fundio i +//) , cujus Incre- 
mentum , quod ex tranflatione pundii n in v oritur fit determi- 
nandum j ea fundlio primum differentietur ; unde prodibit dy'\/(i 

’ hicque loco dy' & «//«.feribantur incre- 
menta quantitatibus / & /» convenienda , nempe + nv 

. . dx 

critque.funaionis propofita? incrementum = y/(i +fp') 

y'p. n V 

dx v/^l +/)?)■ 

C O R O L L. IV. 

5 . Expedite igitur per differentiationem funddonis cujufcunque, 
Inc''ementum , quod ex incremento n v appllcatte y' oritur , sf- 
fignari poteft ; id quod ex infpeddone figura difficulter & mini- 
me generaliter fieri poteft. 

E 

t 


Euleri de 'Max, ^ Mi». 


S CHO. 
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S C H 0 L I 0 N. 

6. Probe notandum eft hunc modum incrementa’ fundionum' 
feu quantitatum ex -v,^, &c. harumque derivatis y',y'\ 

f' ,p " , &c. datarum incrementa inveniendi , tantum ad fundiones 
determinatas patere , minime vero ad indeterminatas extendi pof- 
fc. C^iod fi enim funftio propofita fiierit indeterminata , feu 
formula integralis indefinita, integrationem neque algebraice ne- 
que tranfeendenter admirtens’, tunri dlficrentiatione nihil corife- 
quimur ad ejus incrementum inveniendum. In fequentibus au- 
tem j ubi ejufmodi maximi minimive formulas f^dx fumus con- 
templaturi , in quibus Z fit fumflio talis indeterminata , in hu- 
jufmodi furiftionum incrementa fumus inquifituri. Sin autem' 
Z fuerit functio determinata, propofiti Problematis folutio fuffice- 
re poteft ad folutiones Problematum' huc pertinentium' abfol- 
vendas. 

I 

P R O P O S I T f O I L P R O B L E H A. 

- 

F/g.’ 4 V 7.- 5/ fuerit Z funSiio determinatu ipfarum x ^ y taniuffi\ in- 
venire curvum’ z z-i in qjuu valor formuU fZdx fit maximus vel 
mimmus,- 


S' 0 L 17 T I 0 : 

Concipiatur abfeiffa AZ, cui maximum minimumve formulae’ 
/Zd X relpondere debet divifa in innumerabilia elementa tequa- 
lia, fingula per denotanda j pofitaque abfoiiffa indefinita AM 
=x-, & applicata M m ==j, ex formula fZdx elemento MN 
refpondcbit Zdx--> atque fecundum receptum notandi modum , 
elemento fequenti N O refpoiidebit Z'dx^ & fequentibus ele- 
mentis OP, P Q.&C. refpondebunt valores zV ac , z'"dx, &c. 
antecedentibus vero elementis LM, KL, IK, refpondebunt 
Z^dx-, Z,idxi Z,^^dx ^ &c. Quare fi curva az Iit ea ipfa qua? 
quaeritur, debebit effe Z d x ->p- Zl dx Zi' d x una, cum 

Zi.dx 


/ 


$ 
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Z,^.v+ Z„dx + -|- &c. maximum vcl minimum. Qiiod 

fi igitur una applicata Nn=)'' augeatur particula ni- , illa cx- 
prelfio eundem valorem retinere , .atque adeo valor difFercn- 
tialis formula fZdx^ feu fumms terminorum Zdx-\-Z'dx-\- 
Z"</x- -+-Z"Vx + &c..una cum Z,dx + Z^^dx 4- + &c. 

evanefeere debet. Singulorum igitur horum terminorum valo- 
res differentiales , qui oriuntur ex tranflatione pundi n in i- , in- 
veftigari debebunt ; eorumque aggregatum erit valor ditFeren- 
tialis formulae fzdx refpondens, qui pofitus =0 aquationem 
pro curva qutefita prarbebit. Quoniam aurem Z ponitur func- 
tio determinata iplarum x & j j habebit ipfius differefitiale d Z 
hujufmodi formam Mdx N dy i ira ut Cn dZ= Mdx ■+• 
}fdy. Valorum igitur derivatorum ipfius Z differentialia ita ie 
habebunt. 


dz' =M'dx 4 - N'dy 

dz" = M"dx -f- N"dy' 
&c. 


d Zj — Mi d X . 4 " N, d^i 
d Zjj M II d X 4 ^ d^/jdyi, 

&c. 


Cumnunc valores difFcrentiales terminorum Zdx, 

&c. itemque ipforum Z^dx^ Z^dx^ &c. inveniantur, fi hi ter- 
mini differentientur , atque loco df in difFerentialibus feribatur 
T\ v , loco omnium teliquorum difFerentialium vero o ; manifef- 
tum eft folum terminum z/dx habiturum efle valorem diffe- 
rentialem, quoniam in ejus folius differentiali occurrit^*. Scrip- 
to itaque loco dy^ erit termini Z'dx valor difFcrentialis 
N’ d X. nv^ qui fimul erit valor difFcrentialis totius formula? 
fzdx'^ quia reliqui termini precter Z'dx nullam variationem 
patiuntur. Loco autem ponere poterimus 'N ^ quia eft 
= ^ dN pra? N evanefeit. Pro curva igitur qua?- 

fita , in qua fit fZdx maximum vel minimum , ifta habetur 
aequatio }Jdx. = o feu N=: o ; exiftente dZ = Mdx 
+ Ndy. Q,,E.L 
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g. Si igitur curva debeat definiri, in qua dt f Z d x 
miiin vel minimum , atque Z fit fundio determinata ipfarum x 
& y tantum i tum quantitatem Z differentiari oportet ; quod cum 
habiturum fit hujusmodi formam dZ == Afdx -i-Ndy ^ hinc 
formabitur jcquatio pro curva quaefita , quae crit .A^—o.- 

C o R o L L. 1 1. 

p. Cum ergo N fit fundio Ipfarum x 8c y determinata,' in 
jequatione pro' curva N—o nulla inerit quantitas conftans , 
qutc non fuit in formula maximi minimive f Zdx & hanc ob 
rem curva inventa erit unica & perfede determinata^ 

G o R o L t. r 1 1. 

1 * 0 , In quxftionlbus igitur fub hoc Problemate comprehcn- 
fis , curva fatisfiiciens ex fola maximi minimive formula determi- 
natur j neque licebit infuper punda aliqua pr®fcribere , per qux 
curva quxfita tranfeat. 

# 

G o R o L L. IV. 

ri. Quod fi Z fuerit fundio tantum ipfius r, ita xxt y non in- 
volvat j erit tum fz dx fundio determinata pariter ipfius v tantum; 
eique adeo omnes curva: eidem abfciife refpondentes «eque fa- 
tisfacient. Idem vero hoc mbnftrat calculus ; hoc enim cafu', 
quo in Z non ineft y , fiet o ; ideoque nulla prodit sequa- 
tio pro curva qiu'Elita. 

C o R o L L. V. 

12 . Statim etiam intelligi poteft, utrum detur linea curva j 
in qua hujufmodi formula fZdx fit maximum vel minimum. Si 
enim ex differentiatione ipfius z ejufmodi valor pro V reperia* 

' tur i 


\ 
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tur, ut per a'quationcm N^=o nulla curva exprimatur ; tum 
etiam nulla curva extat in qua propofita formula f zdx fit ma- 
ximum vel minimum. 


C o R o L L. VI. 


13. Denique etiam pcrfpicitur, hanc maximi minimive' pro- 
prietatem non uni alicui determinata abfciflaj efle adftridam j- 
fed fi curva pro una abfcilfa' reddat ioxm\i\im f Z d x maximum 
vel minimum , eandem pro quacunque alia ablcilTa , pariter ma- 
ximum minimumve valorem elfe habiturum. 


$ C H 0 L l 0 K l. 

14. ergo fumiis methodum facilem/iritcr omnes/Cufvas^ 

eidem- abfcilfe rcfpondentes 5 eam determinandi, in qua confti- 
tuat formula a: valorem maximum vel minirhum, fiquidcriv 
Z eft fuinftio determinata ipfarum x 8c y tantum. Simul vero’ 
etiam patet curvam fatisfacientem femper fore algcbraicam , fi- 
quidem Z fuerit- fundtio algebraka' ipfarum x 3c y. Curvse igi- 
tur hoc modo inventse ifta erit- proprietas', ur fi ad eandem abf- 
ciffam alia qua:curique conftituatur linea curva, tum pro ea va- 
lor formulsey^^ dx certo vel minor vel major fit proditurus quarn* 
pro inventa ; prout in inventa formuh /Z d x vel fuerit maxi- 
ma vel minima. Cum* autem adhuc dubium fit utrum in cur- 
va inventa valor formulse /Z dx futurus fit maximus an mini- 
mus; de eo in quovis cafu particulari facile fiet dijudicatio; in 
genere autem nihil omnino decidi poteft. luterim hoc certum- 
eft, fi unica prodit aequatio, tum tantum vel maximum vel mi- 
mum locum habere poffe; hoc eft, fi curva inventa fit- pro ma- 
ximo; tum minimum non dari, fed valorem formulae fZdx in 
infinitum diminui polfe. Pari modo, fi unica inventa fuerit 
curva, in eaque formula fZdx fit minima , tum valorem at 
in infinitum augeri polfe. Quod fi autem folutio nullam prorfus 
pr^beat curvam fatisfacientem , id indicio erit valorem formulae 

E 3 fZdx 


rn 
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fzd X pro quacunque abfeifla tam in inrinitum crcfccrc quam 
dccrcfccrc polle. 

S e H 0 L I 0 N n. 

15. Ex eadem etiam folutione reperiri poterunt illa; curva 
maximi minimive proprietate pradita alterius generis fupra me- 
morata , ad quas non pervenitur per valores differentialcs eva- 
nefeentes , fcd infinite magnos ; quod maximorum & minimo- 
rum genus ab illo.maxiine diicrepat. Reperientur autem ifta curva, 
fi valor difierentialis Ndx. kv non nihilo, fcd infinito aqualis ' 
ponatur. Qiioties igitur hac aquatio N^=co lineam aliquam 
curvam fuggerit j tum in ea pariter formula f^dx maximum 
vel minimum .obtinebit valorem : Hoc fcilicet eveniet , quando 
pro prodit fi-adio , .cujus denominator nihilo aqualis politus, 
prabet aquationem pro aliqua linea curva. Hoc itaque pado 
plures curva reperiri polfunt, qua eidem quaftioni fatisfaciantj 
quarum alia maxima continebunt , -alia minima. Pieri etiam po- 
teft , ut plures quam dua curva Problemati fatisfacientes reperian- 
tur, etiamfi bina tantum oriri queant aquationes, fcilicet .y=: 0 
- 00. Si enim .Abfuerit quantitas ex fa(floribus compofita; 
tum quilibet fador , vel nihilo vel infinito aqualis politus , dabit 
aquationem pro curva fatisfacientes conftat.enim fapenumero plura 
maxima pluraque minima locum habere polTc. Hac autem omnia 
clarius enodabuntur in fequentibus Exemplis in hoc Problemate 
contentis. 

Exemplum. ,I. 

1 6. Invenire curvam , , inter omnes omniuo curvas eidem ahf- 

<'i[fx rejpondentes , habeat f X Yd x maximum vel minimum •, deno- 
tante X funciionem ipjius y, ^ Y ipfius y tantum^ 

In hoc igitur cafu fiet Z= XT ■, ideoque dZ = TdX + 

XdT = M dx-^-^idy. hxk QXgo M = -j^ N j 

° dx dy 

& 
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ob X ipfius X T ipfius y functionem. Pro curva igitur 

quajfita erit N = - = o : quoniam, autem T eft funCtio 

ipfius /, ponatur dT = Q dy i- erit © pariter funCtio ipfiuj 
y: ideoquc pro curva quxfita, fi qua? fatisfacit , habetur hjec 
aquatio X © = o / ideoquc vel JC=d , vel ®=oj qua- 
rum cum neutra lineam curvam pra?bcat , apparet huic qua;ftio. 
ni nullam omnino curvam fatistaccre, fcd' valorem propofitum 
/XT dxin infinitum cum augeri tum diminui pofie. Ex $qua- 
fione autem 0 ::r=:o3 ^]ui^ © cft funitio ipfius iecjuitur y — • 
Conjl. quje aequatio probet lineam redam parallelam abfcifia! 
A Z , cujus diftantia tanta eft , ut fiat fundio T maxima .vel 
minima. Patet enim , fi quantitas T maximum minimumve va- 
lorem' admittat , turri etiam formulam fXYdx fieri maximum 
vel minimum. Altera autem aequatio *Y==o, quia praebet v — 
^€onfi. nequidem lineam redam quarftioni fatisfacierttem exhibetj 
quia praebet lineam redam normalem ad abfcilfam , quspropterea 
non dat* abfcift* cuipiam, fed tantum ejus uni pundo reipondebit. 

E X E M' P L- u M fl,- 

l 

17. Invenire curvam qua ^ inter omnes eidem ahfcijfa rejpon- 

dentes curvas ^ habeat valorem for?nula f( a x y y ) y d x maxi- 

?num vel minimum^ 

Si ha^c formula’ cum generali fzdx comparetur 3 fiet Z-=zax f 
y , ideoque dZ :=aydx — 'iyy) dy\ ita* ut fiar 

M^ay & N = a-x — ^yyy unde pro curva qua^fita habebi- 
tur ifta i^quatio ax — -^yy '==^ 0^ qua^ eft 

pro Parabola verticem In A, akem AZ & parametrum=l^’ 
habente. In hac igitur Parabola , erit valor formula f — 
yy)ydx maximus vel minimus. Utruni autem fit maximus an* 
minimus 3 reperietur, fi aliam- qurrncunqiie lineam loco Parabo- 
Ide fubftituamus 3 atque inquiramus utrum pro ea valor formulce 
propofitse major fit an minor ^uam pro Parabola, Sumamus 

igitur 
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igitur lineam redam cum ipfo axe .congruentem , pro q^a ctjt 
o. Pro hac itaque valor formula;/(<#.v — yy)yd>c fiet pa- 
riter =o, pro Parabola autem idem valor erit affirmativus, 
ideoque > o ; ex quo fcquitur in Parabola formul^ propofita 
valorem non efle minimum , fed maximum. Poterimus autein 
algebraice indicare quantus futurus fit valor formul* propofitx 
pro Parabola : cum enim fit | , abibit formula propofi- 
ta in hanc fjaxdx \J',ax = ^-^ax^ y/^jUX. Quod fi autem 
ponamus aliam aequationem , puta y = » x ; abibit formula 
propofita in hznc fdx(^naxx — n^x^') = jndx^ 
qu£e femper cft minor quam valor formulae qui pro Parabola 
' inventa prodiit : id quod quilibet facile , fubftituendis loco^ 
definitis valoribus , experietur. 


Exemplum III. 

i8. Invenire- curvam ^ in qua fit , inter omnes omnino curvas ad 
.eandem ahfci(fam relatas^ valor hujus for muU{{ \ ja^x^y — 1 5 a’xy 
ja^y* — 3y* j dx maximus vel minimus. 

Erit igitur Z = .\’^a^.x'^y — xy r\- yedf — “^y^ , qui fi 

differentietur , pofito a: conflante, prodibit Ndy = iya^x^dy 
-■ — j^a^x dy tya'^y^ dy — iyy'*dyi hineque N=iy(^a^x^ 
— 4’ a: + a^y^ — y^) ; qui valor , pofitus = o , dabit aquatio- 
nem pro curva quxfita : erit itaque aaxx — a''x-\-a'^y^ — y 
o = ( ax — yy ) (^ax -f- yy — aaj. Ob binos hos fadores , 
prodeunt binte ,curv« fatisfacientes , quarum altera exprimetur 
hac aequatione yy=a.x^ altera h^c yy=aa — axi utraque 
pro Parabola. Ut nunc appareat utra lit pro maximo vcl mini- 
mo , ponamus abfeiflam effe minimam, ac prior aquatio 
in formula fubflituta dabit/' — loa^x dx y/ ax. Altera vero for- 
mula 44 — feu ^ =^4, fubflituta dabit fia^dx. Quod 
fi autem ipfi y alius quicunque valor tribuatur , puta y = o ; 
tum formula propofita abit in fodx =0. Ex quo patet cur- 
varum inventarum alteram yy=:aa — axeffe pro maximo, al- 
teram autem .^^ = 4x pro minimo, fciliqet pro maximo nega- 
tivo. 
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tivo. Facillli^nc autem perpetuo hxc dijudicatio , utrum maxi- 
mum an minimum in curva 'inventa locum habeat, inftituctur, 
li abfeifla x ponatur infinite parva j tum enim integratione non 
erit opus , fed ipfa formula Zdx monftrabit valorem formulae 
fzdx hoc QZ{\X. 


Exemplum ly. 


■ip. Inter omnes curvas eidem abfcijfa rejpondentes ^ defnire eam 
in qua fit formula f( jax ■ — ^xx — y y) (ax — xx — 7 xy 
+ yy) dx valor maximus vel minimus. 


Ex hac igitur formula prodibit fequeps ipfius Z valor evo- 
lutus; 



-f- 3 — t^x^y + laxyy xy 

— 6ax* -J- /^.x^y — zxxyy 



+ 3 X* 

qux differentiata , pofito x conflante, ae divifa per jy , fequen- 
tem prjebebit valorem pro 'N : 

N == — 4/rx* 4- i^.axy + 4 ^xyy ~ — y^y^ 

+ 4x’ /^xxy 

quae expreflio , nihilo arqualis pofita , dabit aequatloiKin pro 
curva qutefita. Erit itaque 


y^ — xyy -f- xxy + axx = 0 
- — axy — X* 

qus duos habet fadores , qui totidem probent aquationes 
hafce 

a 

l- y — X = o , pro linea reda 
II. yy — ax 4-xx=:o , pro circulo. . 

Ponatur x infinite parva , eritque ex aequatione y = x, valor 
ipfius Z =: 34^x * ; at cx aequatlone yy = ax — xx , feu y == 
fax y erit Z = /^axx. Quod fi autem ponatur y = a , pro- 

^ == — unde apparet utramque lineam inventam efle 
pro maximo. 


Euleri de Tflax, Min. 
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SCHOLION 

20. Problemata etiam refolvi polTunt per Mcthocfum maxi- 
morum & minimorum vulgarem. Qiiando enim curva queri- 
tur pro qua valor ipfius f^dx fit maximus vel minimus, id- 
que pro qualibet iibfcllfii ; manifeftum eft fiquldcm z fit functio 
determinata ipfarum x & jf , formulam fZdx maximum minl- 
mumve elTc non poffe, nifi dementum ejus Zdx ac proinde 
ipfum Z tale fit. Quamobrem qiieftioni fatisfiet , fi quantitas 
Z differentietur pofito x conftante, ejufque difterentiale pona- 
tur = o. Tum enim perpetuo Z habebit valorem maximum 
vel minimum, ae proinde edam Zdx & ipfa ^oxm\AzfZdx. 
Quod fi autem fundio z differentietur, pofito^ conflante, pro- 
dibit Ndyi quoniam generaliter diffcrentiando pofuimus dZ^ 
M dx-\-}f dy fatisfierque ponendo 'N=:^o: que efl eadem 
Iblutio, quam per Methodum traditam invenimus. Quamvis 
autem hinc videantur iflac quefliones fimili modo refolvi poffe 
quo in Methodo maximorum & minimorlim vulgari j tamen hoc 
tantum evenit, fi Z fuerit fundio ipfarum x 8 c y tantum 5 nam- 
que fi in z preterea infint quantitates ex differentialibus orte 
f-y q, r,. &c: tum vulgaris Methodus nullius amplius ufus effe 
potefl- Etfi enim tum differentietur flindio Z pofito x conf- 
lante, tamen in differentiale etiam ingrederentur differentialia 
dp , dq^dr^ &c. quorum relatio ad dy cum non conflet, 
equatio inde ad maximum minimumve determinandum apta de- 
duci non poterit. ^ His igitur cafibus utilitas & neceffitas nof- 
trx Methodi maxime cernetur. 

Propositio III. Problema. 

21. Si IL fuerit funHio ipfarum x, y, p determinata , ita ut 
fit dZ = Mdx -j- Ndy -j- Pdp ,• invenire , inter omnes curvas eidem 
ahficijft refpondentes , eam in qua fit (Zdx maximum uel minimum. 
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SOLUTIO. 


Sit a m z curva quaefito facisfaciens , atque concipiatur applica- 
ta quiccunque Nn =y' augeri particula n>, debebit valordit 
ferentialis formulae / 2 at, feu quantitatis huic ajquivalentis , pu- 
ta Zdfx+ Z' dx Z" dx. + z!" dx+ &c. una cum lidx + 
Z„dx + Z,i,dx -j- &c. efle =0. Totius igitur 'quantitatis 
fzdx valor differentialis cx translatione pundii n in )< habebitur, 
fi fingulorum illorum terminorum , qui quidem hac translatio- 
ne afficiuntur , valores differentiales quxrantur & in unam fum- 
mam addantur. Ex translatione autem pundti n ini,, illi tantum 
termini mutationem fubeunt, in quibus infunt quantitates^',^ 
& p' •, ideoquc tantum termini Zdx & z' dx-, nam uti Z efi: 
fundio ipfarum y 8 c p prster x; ita Z' fimilis eft fundio ipfarum 
y' & />'. Quamobrem hi termini debebunt diffcrentiari , atque 
in eorum differentialibus loco dy ', dp^ & dp' fcribi oportet 


valores fupra indicatos +• » r j + ^ Sicut autem eft 

* dx dx 

dZ = M^dx + Ndy,+ Pdpy ita erit dZ' = M'dx -i-N'dy' 4- 


P' dp'. Hinc itaque valor differentialis ipfius Z erit P> j ^ & 


dx 


ipfius z' erit iV'. » » — P'. ^ ex quo utriufque termini Zdx 

d X 

4 - z'dx t ideoque integrae formula? fZdx \2L\ot differentialis 
erit = »v. (^P + N'dx — p''). At eft P' — p-=dP ^ & loco 
iV^' fcribi poteft N--, unde valor differentialis erit = nv. (^Ndx 
— dP'). Quare cum formula? fz dx valor differentialis nihilo 
aequalis fadus praebeat aequationem pro curva quxfita , haec erit 

o = Ndx — dP-, vel N — ^ = 0, qua aequatione natura 

Ch 

curv* quaefitac exprimetur. E. I, 


C o R o L L. I. 

2 2. Quod fi ergo fuerit z fundio quaecunque ip larum x,y, itera- 
que earum differentialium dx & dy, feu loco horum differentialium, 

F 2 ipfius 
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ipfius ^5 cxiftcnte differcntialc ipfius Z hujiirmodi 

habebit formam, ut fit dZ^Mdx 'S dj ¥ dp. Atque 
hinc, repedetur curva, in qua fit maximum vcl mini- 

mum , formando hanc aequationem ^ Ndx 



C o R 0 L L. II. 


13. T^quatio igitur femper erit differentialis fecundi gra- 
dus , nifi in P plane non infit p. Nam fi p continetur in /» , 

tum \vi dP inerit dp j quod ob ^ differentialia fecundi 
gradus ihvolvet.- 

C o R o i: L. III. 


24-. Quando ergo indifferentiali ipfius dz = hIdx-\- Ndj 
'{-Fdp quantitas P adhuc in fe complectitur/’; tum, ob tequa- 
tionem pro curva quaefita _ differentialem fecundi gradus, dux 
nov» conflantes arbitrarice per integrationem ingredientur. Ex 
quo ad' harum conflantium determinationem, duo curvx punda 
-praefcribi poterunt;, alias enim non una fed innumerabiles curv» 
reperirentur.- 

C o R o L t. IV. 

ay. Ut itaque hujufmodi Problemata determinate proponan- 
tur , ita funt enuncianda , ut per data duo pundta curva duci 
debeat , qute , inter omnes alias curvas per eadem pundadudas, 
pro eadem abfcifla v valorem/’Z maximum minimumve com- 
pledatur. 

4 

G o R o L L. V. 

25 . In P autem quantitas / non inerit, fi Z fuerit fundio ip- 
farum x & jy. tantum , per p- yel per » -f-/ , denotante n nume- 
rum 
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rum conftantem , multipllcara. Sit cniin V fiindio iprarum x 
& y tantum ; ita ut fit dV ■=^ Mdx-\- Ndy; atque Z == V{n 
+•/>), erit d Z = f » + ^ ) Mdx +(»+•/) ifdy 4* Vdf, Hinc- 


que aquatio pro curva quafita erit o= (»+/) jV — 
fcu ( n -h/> ) 'Sdx :=dV = Mdx + Ndy. 


C O R O L L. vr. 

27. His igitur cafibus , quibus eft 2 = j , exifien- 

te V fundtione ipfarum x &c y tantum, non pervenitur adaqua-’ 
tionem differentialem fecundi gradus : quia <3^^ in ea- prorfus non 
inefi. Verum nequidem ad differentialem aquationem primi 
gradus pervenitur ; fed adeo ad algebraicam. Nam cum fit 
fdx:=^ dy^ erit N dx= fiNdx -^Ndy ■> quod ipfi Mdx' 

+ Tdldy aquale politum , dabit aquationem per dx divilibilem , 
adeoque algebraicam-, hane a N= A/, fiquidem V fuerit fune-* 
tio algebraica. 


G o K o, L L. VII.' 

i 8. Qijoties autent’ hoc evenit , maximi minimi ve 'formula ,< 
quaeft erit talisforma , f{Vndx-\-Vdy'), vel pofito' 
» = 0 , talis fV dy. Hujufmodi igitur maximi minimive for- 
mula pariter ad aquationem determinaram pro curva quafita de- 
ducunt , ita ut nori liceat unum plurave punda praferibere, per’ 
qua curva tranfire debeat,- 


R .O L L. VHl 


2 p. Polita Igitur V fundione ipfarum x dc: y , Ifta maximi 
minimive formula fFdy pari modo tradatur , quo fVdx. 
Nam, polito dV M dx + Tddy , formula < 3 ! a: refpon- 
det aquatio pro curva hac N~o, ita alteri formula fl^dy 
refpondet aquatio M=o. Ex quo perfpicuum eft coordina-’ 
tas .V & y inter fe commutari polfe. 

F 3' 
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2 0. Apparet itaque in folutione hujufmodi Problematum,' 
quibus quxritur curva valorera formula /Z d x maximum mini- 
mumve habens, exiftente Z fundiione ipfarum x, y.dx. p ^ per- 
veniri ad aequationem differentialem fecundi gradus , nifi in Z 
quantitas p unicam tantum habeat dimenfionem. S*pe nume- 
ro autem ifta «quatio difterentialis fecundi gradus Integrationem 
admittit, de quo in fingulis calibus erit videndum. Interim 
hic annotalfe juvabit , generaliter integrationem fuccedere , fi 
in fundtione Z omnino non infit x, hoc eft, fi in ejus differen- 
tiali dZ~Mdx + Ndy-hPdp valor M evanefeat,^ Ita ut 
iit ismxm dz = Ndy -{-P dp. Cum enim pro curva inventa 

fithcEC «quatio N — = o'i multiplicetur ea per dy^, & 

quia eft dy—pdx^ ea abibit in hanc dy — pdP = o, 
.cui .aequivalet ifta ^ dy + P dp = P dp-\-pdP^==dZ, cujus 
integrale eft Z-\-C=P p ■, qa« aequatio jam tantum eft difte- 
rentialis primi gradus. Q^ioties ergo inter . omnes curvas ei- 
detd abfcilfae refpondentes ea queritur , in qua fit valor formu- 
lae maximus vel minimus , atque Z tantum fit fumflio ip- 

farum &/>, ita ut fit dZ='N dy \-P dpi tum, procurva fa- 
tisfaciente, ftatim exhiberi poterit «quatio difterentialis primi 
gradus ifta Z-\-C=^P p. Deinde vero etiam, fi Z fuerit func- 
tio ipfarum x 8 c p tantum, atque dZ='Sidx-\-P dp ^ evanef- 
cente termino 'S dy ^ tum pro curva prodibit «quatio difteren- 
tialis primi gradus. Nam, ob dP =o, erit P = Ci qu« pro 
curva qu«fita dabit «quationem differentialem primi gradus tan- 
tum. Quod fi autem infuper M evanefeat, feu Z fundlio fit 
ipfius p tantum, & dZ = P dp\ «quatio inventa P = C tranf- 
mutabitur in iftam Pdp = Cdp^:=dZ ^ qu« denuo integrata 
dat Z 4- Z) =: Cp. Hoc autem cafu , quia Z 8 c P funt fimdtio- 
nes ipfius p tantum, utraque «quatio F = C& Z y D =Cpy 
pr«bebit pro p valorem conflantem j ideoque «quationem hu- 
jus form« dy = ndx , qu« indicat hujufmodi Problematis fatisfa- 

fcere 


I 
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cere lineas rcdlas , & quidem quafcunquc iitlibet ducflas. Nam 
in aequatione F = C, cum CCit conflans arbitraria, valor ipfius 
f non folum conflans , fed etiam arbitrarius evadet ; ex quo linea 
redla quacunque refultabit. Qiiamobrem- fi per data duo pundla 
curva duci debeat , in qua fit d x maximum vel minimum , ac 
Z fit fundio ipfius / tantum , tum fatisfaciet linea redta per illa- 
data duo punda duda.- 

X 

S C H 0 L r 0 N II 

31. Quoniam fupra jam vidimus in hujufmodi Problema-- 
fis coordinatas x & y inter fe commutari , atque, fi commodum' 
videatur , applicatam y tanquam abfciflfam tra 61 ari pofle , idem' 
hoc quoque calu confirmari juvabit. Sit igitur curva invefti- 
ganda in qua dtfZdy maximum vel minimum, exiftente Z 
fundione ipfarum x,y&p, & dZ=zMdx + ^dy-i-Pdp.‘ 
Htec autem formulz' /'Z d y ad noftraiTi' formam reduda abit in' 
fZpdxim qua txitd.Zp ■.::=Mpdx-\-}f p dy + QZ-^Wp^ydpv 
ex qua formukv propofits valor differentialis refpondens erit' 

p dx dZ P dp — pdF ) nv = ( M. dx i Pdp 

■ — pdP')n X : & aquatio pro curva qiiaefita erit o = — M dx 
■ — ^P dp — pdP’\ feu 0 = — M dy — d.Pp^\ Qiiod fi: 
nunc ad fimilitudinem oftendendam , quia hic y tanquam abfeif. 

fam confideramus, ponamus dx=' 7 r dy , erit p=-^ Sx dp = 

— — ppdv-^ cxkdZ~Mdx-{-Nd'y — Pppd-jr — 

Mdx-\-JiPdy + nd 7 r-, ponendo rr = — 'Fpp; wt fimiJitudo- 
terminorum confervetur. Quapropter tequatio pro curva erit o=::’ 

— Mdy-\- dm qu£E eadem aquatio prodiiifet, fi in for- 
Ta\A2. fz dy ^ applicata 7 in abicilTam & viciflim abicifia in appli- 
catam tranfmutetur. Propofita igitur quacunque formula indeter- 
minata ex a: & y horumque diflEeretitialibus compofita’, quae de- 
beat efle maxima vel minima i coordinatarum x & 7 utramlibet 
licebit tanquam abfcilfam tradare , ad- eamque maximum mini-- 
mumve accommodare. • 


Exem 


s 
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5 2 , Intcy owftts cufftti Ad cAndttn ahJtijfAinvtldtds^j CAtn dcttymi- 
nare, in qud /?/ f( Zdx + [Z] dy) mAximum vel minimum \ exif 
tentibus Z.& \jL'\ funElionibus quihufcunque ipfdrum x ^ y , ita ut 

// dZ = Mdx + Ndy <^d[Z]= [M]dx -}-[N]dy. 

Ut formuls h£c /( Zdx + lZ'\dj') ad formam receptam redu- 
catur , ponatur pdx loco dy ; habebiturque hac formula /(Z 
•+• [■^1/’) maxima minimave efficienda. Differentietur ergo 
valor Z +[Z'\py eritque ejus differentiale = + Mdx-\~Ndy 

-4- \_M^pdx 4- \_N']p dy \_Z']dp. 

Jam per regulam inventam , hinc pro curva quafita ifta pro- 
dibit aquatio, o = [AT] p') dx - — d [Z] = ( iV + M p) dx 

— {M^dx — [N] dy : quae , ob [n] pdx — [n] dy , per dx divila 
dabit hanc aquationem pro curva quafita algebraicam feu li- 
nitam N — \M] == o. feu iV = [71/]. Hinc intelligitur fi formu- 
la propofita f{Zdx-\- [Z] dy ') fuerit determinata, feu differentia- 
le -f- [z] c^ita comparatum 5 ut Integrationem admittat; tum 
nullam lineam quafito eife fatisfadturam , feu potius omnes li- 
neas aque fatisfacere. Nam fi Zdx-\-\^z^dy integrationem ad- 
mittit , per fe erit uti alibi de formulis differentiali- 

bus duarum variabilium determinatis demonftravimus ; ideoque 
his cafibus prodit aquatio idcntica o = o. Hineque luculen- 
ter intelligitur , quod jam ante notavimus , maximi minimive for- 
mulam oportere effe formulam indeterminatam ; alioquin enim 
omnes linem curva aque fatisfiicerent. 

ExemplumII. 

3 3 . Inter omnes lineas ad eandem ahfcilfam relatas , determinare 
eam , cujus longitudo fit minima ; feu in qua y?/fdxv^(i4-pp) 
minimum. 

Primum quidem apparet in hac quaftione maximum non da- 
ri , 



( 
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rl > cum linearum longitudo in inHnitum augeri queat , manente 
abfcifla eadem. Ita minimum tantum habebit locum , id quod 
ex ipfa Geometria elementari conftat , in qua dcmonftratur li- 
neam retiam inter omnes alias lineas intra cofdein terminos fi- 
tas efle brevilTimam. Hoc igitur Exemplism ideo attuIilTc vifum 
eft } cum ut conlenfus noftra: Methodi cum veritate aliunde 
jam cognita intelligatur , tum etiam ut circumflantia de duobus 
pundtis arbitrariis , qua: ad hujus generis qusftiones addi debet, 
melius percipiatur. Erit igitur, formula/^/x \/( i +/>/>) cum 

generali f^dx comparata, Z = & dZ=-~~~^ ; 

unde fit jV/=o, JV=o, & P= ^ Quare, cum in 

genere aequatio pro linea qua:fita fit\y — ^^== 0 , habebi- 


mus hoc cafu dP — o} ideoque P = - 7 ^. — . = Coti/i. ex 

■ ^ vCi +/’/') 

qua aequatione oritur^ — ConJI, feu d y = nd x ^ quat 

denuo integrata dat y = a+ax. Non folum ergo patet lineam 
quaefitam efle rectam , fed etiam , ob duas arbitrarias conflan- 
tes ^ & » , redam utcunque dudam. Quare fi per data duo 
punda linea duci jubeatur brevilfima, erit illa reda. Similiter 
autem inteiligitur , fi linea debeat inveniri , in qua fit /"Z dx 
ubi Z efl fundio ipfius p tantum , maximum yel minimum , 
tum lineam redam tantum fatisfacere ; uti ante jam notaviiiius. 


Exemplum III. 


34’ "ixter omnes curvas ad eandem ahfcijfam. relatas , determina-^ 

re eam, in qua fit f — — ^ maximum vel minimum, 

yx 

• 9 ' ' 

__ » * 

Ha-c formula oritur , fi quaeratur linea celerrimi defcenfus ^ 

In hypothefi gravitatis uniformis, ponendo axem in 'quo abfciC- 
f$ capiuntur verticalem. Erit igitur Z = — v +PP-)_ ^ 

T' . V* ' 

Euleri de Max. ^ Min. G = 


G 


^Siduf) , 

2K\/X • 
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-= — ^V(i+ P£) ^ MjL,- ; unde fit 3/ 

o , & P = ' y Cum jam curva quxfita expri- 

— il- 

dx 


N 


matur aequatione N 


o > erit d P = o , & P ( 


d+ JT) ^ ~ 

4-/*x:,&/>==^ = V— ^ » Teu » ~ fdx V— — » qus 

^ dx a X 4 X‘ ^ 

aequatio indicat, curvam qiixfitam eflTe Cycloidem fuper bali 
horizontali natam , & cufpidem in fuprema axis regione haben- 
tem : quae adeo per data duo quaecunquc pun(fla duci poterit. 

ExEMPtUM IV. 

35. Inter omties curvas eidem abfcijpt rejpondentes ^ eam deter^ 
minare in qua fit (y d x v/ ( i +« p p ) maximum vel minimum. 

Pro hac ergo formula propofita erit 

nf ^ d;j\J(^\ +/>/)+ Af— o, & 

n 

y p 


dz 


^ Quoniam igitur ett Af -^=o ; fiatim pro curva quaefita habe- 
bitur ifta «quatio femel jam integrata Z + C= Pp (30), quar 

n 

nofiro cafu fit y” *+//) a' = Quod fi 

/1 . VCi+f?) 

ponatur conitans 12 = 0, prodibit \'^pp ~= ^ - pp , leu 

iatisfacietque linea reda normalis ad axem. Generarim vero 
lineae fatisfaclentes reperientur ex aequatione, quae abit iny” 
•b w 4 VC • +// ) =0, leu = w *4 ^”4- qua; dat 




2;/ 


2 f? 




n 


, & x=/- 


« , 

ma djfi 


mn 


\ 


..2« % \ 

V (j^ a ) 


quar 
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quae linea per data duo punda duci poteft. Si fuerit n = 
— 4 j ita ut/ ^ ^ debeat efle maximum vel minimum,- 

pariter prodire debet linea brachyftochrona ad axem horizon- 
talem relata 5 erit que pro cz x=fdy ^ ^ ; quje cum 

praecedente omnino congruit , dummodo coordinatae x 6c y in- 
ter fe commutentur. Erit fcilicet , ut ante, curva fatisfiiclens Cy- 
clois fuper bafi horizontali rorando generata , qualem per data 
duo quaccunque punda ducere licet. 

Exemplum V. 


3 6 . Inter omnes curvas eidem abfcijfa rejpondentes eam determi- 
nare , in qua Jit maximum vel minimum 

Formula haec ad formam confuetam , ope fiibftitutionis dy=pdx^ 

reduda.abit in hanc / *-- - ^^-^ ; caque reperiri folet, fi quaeratuc 

folidum rotundum rotatione curvae circa axem ortum, quod fe- 
cundum axis diredionem in fluido motum minimam patiatur 
reliftentiam : refiftentia namque hoc cafu proportionalis cenfe- 

tur formula: 


ergo 




8c dZ 


i + pp 


i+pp {i + ppr 

& F = Cum igitur fit M ■ 


1 4"/’? 

= 0 i N 


una integratio generaliter fuccedit , eritque aequatio pro curva 


quaefita Z -f-C 


+a = quae abit 

i+pp (1+/'/'/ ^ 

i y. Hujus aquationis autem evo- 


in hanc a(^i-{-ppy = 
lutio non ita poteft inftitui ut eliminetur p j quare conveniet u 
tramque coordinatam & at per eandem variabilem p definiri. 

Ac primo quidem eft ^ Deinde, oh dy=pdxi 

G 2 erit; 


y» 

eric dx 
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dy 


& X=: f— Q.iod fi ergo 

J p V pp ^ .6 


j-ci- 
2 ^ 4 ?'" 


2 

+ + * 4 ” <)ul< 


loco J' valor inventus fubftituatur, prodibit x = 

■j- - /- Ape 1 +ppy __ 

^ J 2 p^ 

bus curvjE conftruilio poterit confici, logarithmls in fubli 
dium vocandis. 

Exemplum VI. 

37. lavemre CMrvMm, i» qna ijla formda fyxdx v/(i-f-pp) 
pt maximum mimmumve. 

Erit ergo z^=yxy/ atTie dZ -=Ly dx \J {\-\-fp') 

xdysj {\-\-pp ) ^ Hanc ob rem habebitur M— 

/vv rrj 

7 v' ( I +//) 5 N —A V ( 1 +/»/ ) & P j unde 
aequatio pro curva formabitur hicc Ndx= dP, qu£e fiiggerit 

p* X d X -fr jy pd X j y xdp 


X d ^ C ' ^ 


xdx — ydy =-^qp^j ob dy ■=.pdx. Ha:c eft icquatio 

ferentialis focundi gradus , & quanquam , ope idonearum fubfti- 
tutionum,ea ad formam fimpliciter differentialem reduci poteft, eO' 
quod- variabiles X&7 ubique eundem dimenfionum numerum con- 
fiituunt;tamen aequatio ifta differ entialis ita eft comparata ut neque 
integrari neque foparari polfit; deduci fcilicet poteftad aequationem 

hujus formae ^ ^ . Quod cumjta.fit, 

neque aequatio inventa xdx — yds ■=. ^ '^ . ^1 ad formam vel 
1 • ^ HH PP 

j ^ commodiorem revocari potefti. hineque nihil 

admodum de natura curvae inventa judicare, licet.. Interim ta- 
men illa «quatio potentia duas arbitrarias conftantes involvit, 
«x.quQ curva latislaciens per. bina punda data duci poteft., 

EXEMr- 


V ( I +pp) 


+ 


( I + pp)^'^ 


feu 

dif- 
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Exemplum VII. 

3 fi. I /venire curvjft , in f(xx + yy^”<Ix v^(l+PP) 

ittAxi nttm vfl minimum. 

Cam hic fit Z = (xv+^y )” i +//)> erit 
t.n(xx-^jyf ' (,xdx+jjy')^/ (^1 +/>/) + 

ergo iV— 2 » ( XX -^Jy y\/ (i +/>p) & » 

ex quo pro curva quarfita ifta habebitur aequatio 

2 n{xx + yy) 


' ydx \/(^i -i~j>p)=d (yx-p»y^ 2 _ /’ 

V ( r -hpp) 


(x X -f- jy , <?/> r.vac-f-yy) ”' 

n 


+ PP) 


(i+ppy-^ 


qUcB per' 


fS J ^ 

(xx+yy/‘ divilH , ac per (i +pp) multiplicata , abit ih 

2 nydx = 2 nxdy + (fx-^,y ) dp 

i pp XX •ryy 

jJ'H~ 

~T+^' 2 ;quatibnis utrumque membrum integra- 

bile eft per quadraturam circuli’, fitque ihtegrale a » A tang. — 

= A. tang. /) + A tang. k ~ A tang. : unde fiet - ==: 

' ..r— K. y 

— A tang. 


2 n 


— Ti eritque T fiinftib algebraica Ip- 


tang 

fius /> 4 dummodo Iit i n numerus rationalis. G 
= Ty 5 leu y =: erit dy -~p dx 

M t 

= T d x — / T r dx j ideoque — ^ 

• r * 

-f 


, dxcxeCF 


um ergo fit ^ 
^x _ xdT 

“r rr 
zr Tdp 

T- — j> f r 1 — pT 

Tdp 

- -p r • ,_,r ^ 

dem ad conftruendam curvam abunde latisfaciunt. Verum ut ha- 
rum curvarum, qii.T pro definiris exponentis/» valoribus prodeunt, 
natura, meiius cognofiatur , Cafus nonnullos contemplabimur- • 

li Sii /»,=!, & 2«— I ; erit Atang. - == A tang. 

G „ " 


unde prodit /x = / 


idcoque 
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ii. — feu — k xdy ^ 

y. I dx l{.dy 

kydx + ydyi quae integrata praebet x* — = lixy + Ci 
quae eft aequatio pro Hyperbola aequilatera, 

II. Sit H — 


1 , & 2 H— 2 j erit 2 A tang. 


A tang. 




iiil- = A tang, ^ i unde fit 


> ^eu A tang. 

o.xy — ^kwzxydx — ikxydy=kyydx 


XX 


yy XX dx l^^dy 

— ixxdx 'hyydy — xxdyi quie integrata dat^ x* = ^y* x — i k x\ 

4 - jy^ 4 - C. five >* 4-3 ^ 7 * X — 3 > =C. 

III. Sit /7 = X. feu 2 » =3 ; erit 3 Atang. ^ =m Atang. 

ifii= 4 -==. A tang. hineque 3 y‘ x — 

3 yf^^x dy — X* dx k dy=^y^ dx-{-y* dy — ^kyx^dx — ^yx*dyi 
quae integrata dat i y^x* — -ky^x — ^x* 4" ^y^^ — ^y* — 
C, feu y* 4 - 4^jy* — 6 y'^x* — 4 yf jx’ 4 -^“^ = C. 

Ex his jam cafibus colligi poterit aequatio integralis pro valo- 

X A 

re quocunque ipfius Cum enim fit 2 ^ A tang. ^ = A tang. 


2 ny 


2,n 


X 


2n(2 n t) ( 2 ?/ 


I. 2. 


3 * 


2 ) 2W 

— y 


^x* 4" 


2W_ 2^(2» - 1) 2H— 2.^z .. 2«(2«— 1;<2«- 2)(2«— 2»— 4...4. _ 

^ I. 2 . ’ -I. 2 . J. 4. . * 


(.^4- xsj — I ) 


2 m 


J. 4. 

i)^” . kdx + dy 

(y^Xs/ l)^V- l 4 -Cj)'-*\^-l)^V 1 


O 


(y4- X y/ 1 )*” (y x\/ i 


i quae reddda prx** 


O 4 * ^ V V — t 4 “(.j’ — W — i)*”v — 2 

bet k dx { y -^-x V I — X-^-kdxC^y -.x\/ — — I 


2» 


kdy + 1 — kdy xy' 1) 

: dy C>4-xV — i)®V— I 4-^.y '(jy — i 

-yx (y 4 "‘*'/ I > — x/— . cujus integrale 

eft 
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— i) 


2« + I 


ir(y — Xi/ — i) 


211+ 1 




4- C, feu C == (^y+xV — i) 


2 « + I 


(k V— I + I ) 


+ (>' — ^ V — O 


2U+1 


generaliter iy+xy/ — i )*"+* ^ {j — x\f — i) 
a iyy + x cof. a» Atang. atque . • . 


( I — k */ 


I ). At cft 

2 ;i+i 


f 'V'4-xv/ — ^ ) 


2 «+| 


(y — xs/ — i) 


2 W ♦ I 


l 




G2K+0;2 


fin. 2» A tang. — .Quibus valoribusfubftitutis, prodibit a?qua- 

tlo integralis ab imaginariis libera ha?c 2 k Qyy + 

fin, 2 X A tang. — = 2 (n + xx^^^ cof. 2« A tang. — 

y y 

4- C : vel , ob conflantes arbitrarias & C, ifla C = 

fin. 2 nA tang. - + h cof 2» A 

dC 

“ ) > < 3 ^® ajquatlo femper cfl algebraica , dummodo fiie- 

flt n numerus rationalis. Vel fi arcus quidam circularis arbi- 
trarius ponatur ~g^ curva quasfita hujufmodi aequatione C 

= iyy + xx'^^^^^^'^ fin (^+2» A tang. — ) exprimi 

poteflj pofito radio circuli» quem hic contemplamur» — 


1. 


SCHOLlOn IU. 


39. Si ergo , inter omnes curvas eidem ablciflae relpondentes, 
€a debeat Inveniri, in qua GxfZAx maximum vel minimum , 
«xiftentc Z fiinftione ipfarum x^y Sep, ita ut fit 2 = Mdx 
+ hldy 4- P dpi pro curva qusefita ifla habebitur «quatio 
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2f — — = 0 . Quoniam autem in Problemate pra;cedentc 

«innotAvinius, fi Z tantum fuerit funftio ipfirum x Si y ^ tutn 
Methodo vulgari folutionem abfolvi polTe *. nam utfZdx fit 
maximum minimumve, etiam Zdx ^ ac proinde Z tale eflfe opor- 
tet 5 refpe^lu ad x habito > & hanc ob rem differentiale ipfius 
dZ^ fumto X conftante > nihilo aequale politum dabit aquatio- 
nem pro curva quxfita. Similis Methodus fuccederet in prae- 
fente Problemate 5 fi modo in differentiali ipfius Z, quod ori. 
tur polito X conflante , atque efl Ndy F dp ^ relatio inter 
differentialia dy & dp pateret , ut per dy divilio inflitui, atque 
valor finitus nihilo aequandus erui poflet. Cum autem iftam 
relationem inter dy & dp 5 fine qua Ndethodus, maximorum & 
minimorum vulgaris adhiberi nequit 5 a priori definire etiam- 
num non liceat . poterimus cam a pofleriori alfignare : Quia e- 

nim inventa efl aequatio pro curva quasfita h^c H ^ ^0; 

intelligltur 5 hanc ex Wh ifdy + Fdpi feu P°' . 

tuifle , fi conftitiflfet efle — ^ == ^ » leu o = dP-{ ■— > 

ob dy =.pdx. Quocirca relatio illa inter differentialia dyh 
ita erit comparata, ut contineatur aequatione 
= 0 ; qux 'proprietas ad hanc redit ut confideravi debeat F/ 
tanquam conflans. Hinc ad Problemata refoh enda , in quibus 
curva quaeritur habens ‘valorem formulae maximum veluu* 

nimum . exiflente d Z = A/ d x N dy -^r P dp ; valor ipfius 2 

debet differentiati , atque ih differentiali Mdx-{-Ndy + Pdp, 
loco poni debeat o, Ndy immutatum relinqui , tura vero loco 
F dp feribi — p dP i & id nuod emergit nihilo aequale poni.' 
Hoc enim paiflo obtinebitur N dy — - pdP == o ; , quee aequatio, 

oh dy^=zpdx y tranfit in hanc N — ^ = o, quee efl ea ipls 

Ct X 

quam invenimus. Defideratur itaque Methodus a refolntione 
geometrica & lineari libera, qua pateat in tali invefligatione ma- 
ximi minimive loco Pdp fbribi debere — pdP. 

P R 0- 
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Propositio IV. Problema. 

40. Si IL fuerit funBio ipftrum X , y , p & q , it 4 ut fit d Z 
= Mdx -f-Ndy-f-Pdp + Qd q > invenire^ inter omnes cur- 
vas eidem ahfcijfa reffondentes , edrn in qua fit f Z d x maximum 
■vel minimum, 

S 0 L V T I 0. 


Valor formute Integralis fzdx evolvitur in binas has feries 
Z dx Z'd X Z' dx d x &c. & Zfix -f- Z/idx -j- Z,,idx 

4- &c. quarum aggregatum maximum erit vel minimum , fi fin- 
guiorum terminorum valores differentiales , qui oriuntur augen- 
do applicatam / particula ni», colligantur, & nihilo requentur. 
Tali autem applicat* / incremento mutationem patiuntur line- 
r*/; p, pf, q,, /; adeoque ii tantum termini in quibus if- 

,t* litter* iniunt, hoc eft termini Zidx > Zdx' ^ Z dx. Ad 
horum terminorum augmenta, ex tranfiatione pundi n iny orta, 
invenienda, differentientur ii, eritque • - 


,d. Z'dx~ dxQ Mdx 4- NAy P'dp' 4- Qdq' ) 

A. Zdx— dx Q Mdx .+ N dy -{-P dp + dfi q) 
d. Z,dx— dx(^M^dx 4- N,dyi +P,dp,-i- Q^dq ) 


Jfam vero, quia ablcifia x ab illa tranfiatione non afficitur , po- 
nendum eft ubique dx ■ — o : deinde vero reliquorum difFeren- 
tialium valores ex tranfiatione punfti n in ^ orti , per primam 
hujus Capitis Propofitionem ita fe habebunt; ■ ■ ■ 








^ ‘A 

Euleri De Max. Mi», 
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de methodo M a X. ET M 1 M. 


His dlfferentlalium per n y expreCTorum valoribus fubftitutlsj 

prodibit fcquens valor differentialls, nv.dx(N~-j^ + ^ 

j / XT d P . d d Qj . 

— dx N — -3 ]r = 


dx* ^ ^ 


dx' 

»y. dx 


il 

d X 


+ ^r’ ) ob ddQ^ =ddQ^ Quamobrem pro cur- 


{N- 

va quaefita ifta habebitur aequatio N 

Q^E. L 


d P , d d ^ 
Zx d 


0 ,. 


C O R O L L. I. 

41» Quod fi ergo in maximi minimive formula fzdx infint 
etiam differcntialia fecundi gradus, feu, quod idem eft, fi 2 
fuerit fundiio ipfarum x,.y,p Sc y i ita ut fit' dz == Mdx 
+ N.dy + Pdp + i aequatio pro curva quaefita erit M — 

^ •+- ^-^.= o > quae facile ex differentiali ipfius z forma- 

41 X U X ^ 

bitur.. 

C o R o L L. I L 

'42. Si quantitas f2^Ipla involvit f vel differentio-dlfferentla- 
le ipfius ^;tum <9? continebit differcntialia quarti ordinis, in 
hocque genere erit aequatio pro curva inventa. Ex quo cur- 
va fatisfiiciens per quatuor data punita traduci poteritl 

C o R o L L. III. 

45. Si igitur in contineatur tum Problema ita deter- 
minate proponendum erit , ut inter omnes curvas per quatuor 
data punita duitas ea definiatur , in qua /Z dx fit maximum 
vel minimum. 


S C 'H 0 L I o N /. 

44. Ponamus in ft^non conuneri ut inveftigemus cujuf- 

nam 
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nam gradus furura fit aequatio difFcrentialis refiiltans. Accidit 
autem hoc, fi maximi minimivc formula propofita fuerit hujuf- 
modi f'Lqdx^ exiftente 'L fundione tantum ipfarum W , y & 
P'. ita ut fit dZ^= Mdx -\-Ndy-\- Pdp. Hinc igitur erit 
d.Zq '=Mqdx dv Pq dp zd qx unde pro curva 

. .. . , IT Pdq+qdP 

quafita orietur ajquatio hac o = Pt q — dx — ~ 

dx^ ^ ^ 

^ vel o = iNdp + dM +p d N : qUcC xqiu- 

d/ X 

pollet tantum aquationi difFcrentialis fecundi gradus., propter 


dp 


ddy 
d X 


quod ineft. Si igitur curva defiderctur, in qua_fit 


/z ^dx maximum vcl minimum 3 exiftente Z fundlione ipfa- 
rum X, y dc p atque dZ Ad^dx ^dy Podp > pro cur*» 
va quxfita habebitur sequatio o = dAf '-\r 2^dp p dN* 

j- 

C o R o L L. IV. 

45. Ut revertamur ad aquationem inventam V — 

= o ; patet eam fore generaliter integrabilem fi fit V == o , 
hoc eft fi in Z non contineatur y j prodibit enim integrando 

C — P -f- O' infuper fit P 


o , altera integratio fuc- 


ccdit , qua prodit Cx + D — r 


o. 


C O R o L L. V. 


46. Si fit Af=o, pariter una Integratio In genere fucce- 
dlt : cum enim fit dZ—ifdy + P.dp + QJq j multiplicetur 

• %T d P I d d 

xquatio N — -n — r » = 

^ dx dx 


pAP + fJM 

‘ dx 


o per dy , feu pdx , habebitur Ndy 

I 

Addatur dZ — 2>^dy — ^ Pdp — 

H a Qdf 


0. 
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QJq — o , orietur d Z — j>dV — P dp — Qjf 

— o i cujus integrale eft Z — P/> + — Qj =^C. 

C o R o L L. V L 

« 

47. Si fuerit & M~ o Sc N~o i erit primo , ob A^ = o, 

ut fupraj C — P + ^ o« Deinde cum fit dZ == Pdp-\- Qdq, 

multiplicetur illa a:;quat!0 per dp , fcu qdx^ erit Cdp — P dp 
•\-(jd Qj= o : addatur P dp Qd/j — d Z =- o ; prodibit 
Cdp -i- Qjl ^ ^ d — dZ^=o , cujus integralis eft C/ 
D Qjj — Z == o . 

^ S c H 0 L I 0 N l L ' 

§ 

48. Si nexum a-qUationis invent* pro curva qua?fita , qus 
habeat fZ dx maximum minimumve , cum difFerendali ipfius 
Z infpiciamus deterrfiihare licebit relationem inte^- differenrialla 

-dy , dp & dtji ut difFerentiale ipfius Z nihilo aequale pofitum, 
praebeat aequationem pro curva quaefita. Cum enim fit <a^Z = 
Mdx N dy P d p Qjlq\ comparetur cum hac forma 

aequatio pro curva , AT — ^ +• ~ o , feu h«c per 

U% u X 

AT multiplicata, quae erit Ndy — pdP = 

^ dx 

unde patet , in differentiali ipfius Z, loco Mdx feribi debere 0 , 
at terminum invariatum relinqui, porro loco Pdp feri- 

bendum eflfe — pdP , ac loco Qd q^oni debere Ve- 

d X 

rum quoad hmc a priori pateant , praeftabit formam aequationis 
inventae retinere, quippe qum facile memoria teneri poteft. Ce- 
terum notandum eft Problemata huc pertinentia omnino efie no- 
va , neque adhuc ab iis qui alias de hoc argumento fcripferiint 
pertraClata.^ Alias enim Scriptores maximi minimive formulas 
contemplari non confiieverunt , nili in quibus ad fummum dif“ 

feren; 


% 
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fcrcntialla coordinatarum primi gradus inefTcnr. Qi^iamob- 
rcmeo magis erit operx pretium naturam hujulmodi Problema- 
tum accuratius indagare, atque inprimis oftendere, quomodo 
curvx fatisfteientes quatuor punda , per qux tranfeant , ad fui 
determinationem admittant. Hunc in finem -fequentia Exem- 
pla adjicere vifum eft j atque in fingulis indicare , qux ad ma- 
jorem illuftrationem facere poterunt. 

Exemplum I. 


■t ■ • /■' r y d y . , , 

4P. Invenire curvam, tn qua jit 1 maximum vel mi- 

X dy 

nimiim. 


Ifta maximi minimive formula, ope fubftitutionum dy=.pdxi 

« ] 

& ddy =:qdx'^ ^ abit in hanc /'--?’— 2—^ : qux cum fit fi- 


m 

X p 


mills formulx §. 44 tradatx fZqdx, ubi in Z tantum x, ySc 


n 


p contineri pofuimus, fiet , comparatione inflituta , Z= -^ 


& dZ 


ft 


m y 


m 1 1 
X p 


^ j 

my d X 

w 1 1 

X p 


,&iyr= 


+ 


^2 ^ 2 . 

m 

X p 


m ^ 
X p 


; unde erit AI 

m . 


X p 


ny 


n — . X 


m 

X p 


; hineque N/. 


ny 


n — I 


m 


X 


Cum igitur pro curva quxfita , inventa fit hxc xquatio o = 
dAd 4- 2 N dp -}- pdM = d AI -f- N dp + d. Np , habebimus 

pro noftro cafu hanc xquationem o = ' 


mfz 
X p 


dy my dp 

«I + 1 • niT i ^ 

X. p X ' pp 


n~i . ^ 

ny ^ , n{n 

m * 

X p 

H 2 


t ) a ^y 


m 


X 




iinty 
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n~ I , «»+» - 

dx 


m+ I 


; qux multiplicata per - f - mutatur in hanc 

X 

o ~= w ( m-\- T ) y dy — ntit xpdy + ^ df n x p dp + 

»(« — mnxpdy, feu o = zw + I ) J'* 

^—zmnxy pdy 4- «(/* — i) x' p^-dy + m x y'dp+»X'ypdp: 
qUcC eft aequatio difFerentialis fecundi gradus , quae , polito y = 
Jvdx 

reducetur ad illam primi gradus m(m-\-i)vdx -\-mxdv 
— m (2» — 1 ) XV* d X ^ X X* V d V n* x*v^ d X =0. Quod 
fi autem ponamus m =,o , ita ut maximum minimumve eOe 

debeat habebitur hjcc a:quatio(;/ — i')pdy+ydp 

dy 


= 0, qusE integrata dabit * /> = ,C,‘feu ^ dy^^Cdx; 

hsecque denuo integrata pra^bet y = Cx-\- D. Sin autem po- 
namus»— o, ita ut maximum minimumve efle debeat haec for- 

i erit (m-{-i)dy-]~xdp =0 , feu (m-\-\)pdx-\-xdp 

l itdy 

=Oj cujus integrale eft dx^^ 

c 

quae denuo integrata .dat y = — ;;;7- + D. Patet autem in 


H- 


m 


X 


his curvis inventis formulam propofitam fieri maximum , non 
vero minimum; nam fi fumatur linea refta, ob ddy=o^ mani- 
feftum eft valorem formula; propofitae minorem fore pro reda li- 
nea quam pro curvis inventis. 


S C H 0 L I 0 N IIL 

\ 

50* Ratio hic alfignari poteft, cur hujufinodi quaeftiones, in 
quibus fZqdx maximum minimumve elfe debet, deducant 
tantum ad a-quationem differentialem fecundi gradus , ideoque 
qu<rftionibus pracedentis 'Problematis potius fint adnumerand<e , 
fiquidem Z luerit fun^io ipfitfum x 8 c y & p. Nam per re* 

du(ftio- 
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Zddv 

duftionem integralium formula dx, feu/ - ^ - - , reduci po- 

teft ad talem formam T + fJZ d x , in qua T Sc V fint fundtio- 
nes ipfarum x^ y&cp tantum, non amplius involventes Cum 
igitur T fit quantitas abfoluta, atque idcirco in maximi minimi- 
ve inquifitionem non cadat, formula /* zq dx fiet maxima vel 
Toimmz , Ci fV d X talis reddatur ; adeo ut hujufmodi formulae 
fZqdx reduci queant ad prascedentis Problematis ftatum; unde 
mirum non eft , quod pro curvis fatisfacientibus tcquatio differen- 
tialis fecundi gradus duntaxat reperiatur. Quo autem memo- 
rata reduAio formula; fZq dx feu fZdp T fVdx me- 
lius percipiatur ; ponamus , cum T fit fundtio ipfarum x ^ j & /> , 
elfe dX = pdx-\- <r dy A- dp = t dp ; &' 

ex aequalitate fZdp^=.T-\-fV dx, etit Z dp=r-(^^-\- <rp )dx' 
-\-rdp Vdx i unde concluditur T ==Z& 1^= — a — -a-p. 
Quamobrem ipla hjcc redueflio' fequenti modo inftituetur j 
integretur formula zdp pofitis at & j conflantibus, & integra- 
fe erit fundio ipfarum x y y Sc py qua.’ vocetur T, Deinde dif- 
ferentietur hate fundio T , ponendo p conflans , & dilferentiale 
negative fumtum dabit Vdxy eritque fundfo ipiarum x.y 
& p non continens q: Quoties igitur reddi debet hujufmodi 
formula fZqdx maximum- minimumve, ac z eft fundio ipfa- 
rum X Sc y Sc p i tum qu^ftio, etiamfi videatur ad prjcfens Pro- 
blema pertinere , tamen ftatim ad Problema praecedens reduce- 
tur. Ita fi fumamus formulam / /eu ; haec facile' 

dy p. 

transformatur ih ^ Ip ^ dylp: unde maximum vel mi- 

nimum effe debebit htecformulay}” ^dylp, feu Jy^ ^ pdxlpy 
quxper procedens Problema tradata , dabit z~ y^ ^plp.Sc 
dZ = (/; dyplp-{-y^ ^ d p 1 py^ eritque IZf 

ScP=y^~~\ I -h/^). At ob 
M — o, fupra §. 30 pro curva qutefita inventa eft hxc tequa- 
tto Z-j- C=P^py quae ad noftrum cafum accommodata pro- 
bet 


ber y 
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« — I ! , n "■ 

plp^C=J 


V + / 


/>//,five/ 


C; qua: eft ca ipfa aequatio, quam ante pro eodem cafu in fo. 
Ultione Exempli invenimus. Hanc ob rem ad Exempla huic 
Problemati propria progrediamur. 

ExEMPtUM II. 

Ek- 5' 5i- Invenire curvdtn A m, cutn Jud evolutd AR. ^ rddw ojculi 

in quovis loco applicato ^minimum fp alium Agmine ludat. 


Pofitis abfciflii A M = applicata M m ; erit radius 
ofculi m R = . ■ area autem A R m eft = 


/■jmR. dx\f(\ ■\-pp )\ ex qua minimum elle oportet hanc for 

f T * 'I ■ P P ) (l X ' 

mu]am f — . Erit itaque z 


(i 4 - p p '* 


q ■ ,3 

4.( r +Pl>)pdp _ (}_±ppyjl. i unde fit M 

q- qq 

4 ( t -hpp'' ^ ^ Q ( t + pp y ^ 

q ’ ^ qq ' ' 


, & dz 


- 0 J 

Cum 


2^=0, ? = 

q 

nunc fit AI= o 8c Z = o j erit , per Coroll. 6 , aequatio pro 
curva qutefita Z =. D Cp Qjq , feu D q, 

Cp — hoc eft 2 ( I 4- /’/>)* = Dq 4- Cpq. Qiioniam 

porro dp =qdx . feu ^ ^ , erit zdx — 

■ dx^ ( I > 


+ %bf 


d p 


a + h 


cuius inteerale eft\x' . 

- ' I + f? (l+PPy)* - I+?i’ 

+ r+"p ~ p pro lubitu conflantibus, habebitur 

^ ^ + b A tang, p. Deinde quia eft dy == 

pd X ^ erit y = fp d x = p x — f x d p \ ideoque y == 


oi+fpY+cj,' ^ (a+bp -hcppfdp 


\ A tang./—/ 


i+pe 


^hfdf 
A tang./ 


i 
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A u„g. , = "I±i^ -/ A eang./ 

= V A tang. ;> Hinc eri.;=/+ »^+*_;‘+ -a^ 

A tang. f- 


+PP 
cp 


/ + c 


+ pp 
^ P “t" ( ^ -h f')PP 


I + pp 


+ (^ — <*) A tang./. Atque ex his quidem ipfarum x 8cy valori- 
bus per/ inventis, curva quaefira per dataquatuor punda duci at- 
que conftrui poteft. Verum ut ipfa curva qualis fit cognofeatur, eli- 


minetur A tang ./ ; eritque A tang./ 

y c — ^ 


X 

T 


a 

1 


f 


pp 


I +PP 


PP 


C a 

(ac a a 


; atque hinc (c — a)x—hy 


1 pp 

hf') 2b( c a^p A-^cc nc hh hf'^ PP 


I -i~ P p 

Q^ioniam autem ipfa curva non mutatur , etiamfi coordi- 
nats conflante quantitate vel augeantur vel diminuantur , erit 

hh (c aY + 2 hi c -ajj . 


(<■ — a')x hy 


que a loco c 


- I 


1 + P P 


— 4^ habebitur 4 x — 

& fubtradia conflante ^ erit 4x — hy— 
hincquc s/ (^hy — ax^ = 


h b /r /t + 2 nbi) , 

1 + pp 

a ^ + 2ab p b bp p 


a 


I +PP 

Ponatur arcus curv^ 




; erit div = 
bJy adx 


v^C I ) 

dx s! { 1+//) > unde emerget iflasequatio 

~^x). Ex- 


; atque porro w 


\J(^by 


^ {by ax) 

primit autem by — 4x multiplum abfeiffie fuper alio quodam 
axe fixo affumta’ , cui adeo quadratum arcus refpondentis eft 
proportionale. Ex quo intelligitur curvam quccfito refponden- 
tem efle Cycloidem , qu£e per quatuor data punda determina- 
tur, atque fic deferipta inter omnes alias curvas per eadem qua- 
tuor punda dudas, minimum cum fua ev oluta concludit fpatium. 


Euleri de Max. ^ Min. 


Con~ 
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'€6 

Condufio hxc ideo aliquantum dilficilior fada eft, quod Cy- 
clois pro reda quacunque inftar axis alfumpta quxliro fatisfaciat, 
atque tequatio pro axe quocunque admodum fiat intricata. Si 
autem vel a vel h pofuilfcmus = o , quo quidem extenfio fo- 
lutionis non fuiflet reftridaj a:quatio pro Cycloide ftatim pro- 
diiilet. 

Exemplum III. 


5 1 , Invenire curvam , in qua fit f d W , denotante ^ radium 
efculi , d W elementum curva , maximum vel minimum. 


Per politiones ante fadas eft dyv=i d x 

Ci+ip)!'. 

3 


j unde maximi minimive formula erit f 

f 3 « + I ) : 2 


(i-hpp) dx-, 


hineque fit Z = 

1 ji 




ScdZ= 

n( 1 *^pp) Jq 


n 


Quamobrem erit M= o , N—o, P- 

i/ J ^ 

( } ;<+ I ):2 


n \ I 




i 


n 


^Qj 


«Ci +pp) 


« t I 


Sc N = 03 erit, per §.47, 




( 3 » 1 1 ):2 


9 t 


Cp + T) 


Cum autem fit A/ = 0 
C/ + I> 4- Qjq ; ideoque 


r^ + lX 1 + + i ):a 

hinc q=<±±^ 


( 3 w + I ) : 2 n 


v(C + D/>) 


(Cp -^ D ) q I atque 
dp 

i ergo dx = 

■ df ^4 
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». C4-D6 „ C+Dp 


= r dy =p dp ^ 


C JMti >» 


(l +PP)'[""' \ (!+/’/’) 

Hic autem merito fiifpicari licet, aquationem fiituram eltc fim- 
pliciorem , 11 alius axis accipiatur. Hanc ob rem concipiamus 
alium axem in quo abfcilTa fit = t , applicata = ifi fitque 


d V = s dt i ac ponatur x = , + ^ 

y 

pofito y=: v' +/3* ). Erit ergo dx 
di. dy= 

('I +PP') 




ciV 


ctd t a S d t 


ct s d t J y 

atque 

y dx 


t 


/3 


y 

ct S 


& 


ct, -f" /S ^ 

Por- 


{ec + Bsy " ' C«t+/S/)*’ 

ro autem erit C + Dp = + « D ) 


(I +//) 




, & 


(. 5 « + I ) : 7z 


.His 


ijjbftitutis, erit dx 


( <^ + /3x) 

— JL d t^Qd V ee.{ct^Qs^ds ^ 

y / _L 

( I +XJ ) 

to $ C — ecD , & mutata conflante. Porro autem fit ^ y 

' _ ^C/S- ^ ^ 


fi d t 


CL 


dv 


y 

ads 


( J +i‘.f ) 


T^ f ^ conjundimproditalf 


— 5 ded V 


d s ds 


i): 2 n 


Cum nunc 


ss) * 

has coordinatas a?que x & ^ appellare poflimus ac praecedentes^ 
fi£C / =f, atque dx = ^ , Sc dy = 


ap dp 


(i+pp) 

( 3 MrO: 2 B’ quiK ex procedentibus oriuntur, fiibipo- 

( t ~i~PP) 

natur D=o: ex quo perfpicuum eft, latitudini folutionis fu- 
perioris , in qua inerat C -J- Dpy nihil omnino decedere, etfi 
ponatur D = o. Eadem fcilicet prodit linea curva, quicunque 

I z valor 
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valor littera’ D tribuatur , etiamfi alia a’quatio inter x 8c y pro. 
veniat-,- verumtamen ad alium axem relata. Notare interim con- 
venit pluribus cafibus curvam algebraicam fatisfacere ; quorum 

quafi primus eft fi » -= i , quo erit x = f 


^P( i4-tPP) ^ r 

(i +PP) 


( I +PP) 


5 : 2 


a 




( I +?/’) 




(l-^pp) 


} ; % 


; unde fiet 


( I +// ) 


tutis refultat .v 


— dc pp 

3y 




a- a 


9yy 


i? 


a a- 


algebraica pro curva , cafu quo eft n 


9yy 


, quibus fubfti- 
— i ) , aquatio 


... E X E KT P L U M I V. 

j j. Invenire curvam , in qua fit valor hujus formula f f~ 


• • 


$mmum mtmmus^ 


Patet primo maximum locum habere non pofle, quia in li- 
nea reda fit ddy=o ; ideoque valor formula propofita infi- 
nite magnus- <^amobrem videndum eft in quanam linea cur- 
va fiat valor formula — - minimus.. Hac autem formu- 

ddy 

la per fubftitutiones noftras abit in hanc f 11— ■ eritque Z = 


y.p 


, & dZ 


p ^y _j_ ydp 


yp^q. 


<1 ' ‘i 1 

V. o. D. y 


erit ergo Af = o,. N=^ 


q q 

, 8cQ==~-U 

q 5.. qq 

curva quafita fequenti exprimetur, aquatione Z — Pp 

+PA9- 


. Quoniam autem eft A/— or 

— Qj 

— C, ut Coroll. 5 eft oftenfum. Quamobrem iH* 


proveniet aquatio 
y_£p __ 2 ypd q 


yp 


I-dU 

d X qq 


C, feu 


vdy adx P 

pq p qi 


4 - 


qq 


oh dy==pdx’ Qnhvcro c& dp = qdx, 

erit 


ent 

adp 

Tp 
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^yjy. jjcoqug — P^iy _ zypdq 

dy 


qq q pq ' * f qq 


} vcl 


Si ponatur conflans 4 = 0, h.rc tcquatio 

qqq , , 

..... IO j y dp pdp 

fiet integrabilis , eritque y = b qq ^ q - ■ 


unde (li f dp 


= v/f = 

dy \l atque integrando — 


dx 


dy^ 
rjVj: 


+ c, feu 3 mutatis conflantibus , pp 


V 


5: 2 r* 

y + -I 


b 


? : a 


^5 hineque dx:=dy\I 

Cif 


y \/ 'i a \/ a 


5 &/> 


natur denuo <«==0 3 eritx 


h_\Jj 

^ y 


?: 2 j : * 
+ /? 


. Po- 


& xxy = ; qu^e efl: 


aequatio maxime fpecialis pro curva quaeflioni fatisfaciente. 

Exemplum: V- 

54. Invemh' curvam^ in qua Jit valor hujus formula fq”dxi? 

Ctu f AA]L maximus, vel minimus.^ 

J' , 2n — !■ ‘ . 

dx 


n 


Habetur ergo Z 7 =q\ & dZ — 

M=o, N=o-,P—o, ScQj=fiq^ ^ Cum igitur 
aequatio pro curva fatisfaciente fit hxc -j^= o , erit d Q_^- 

ttdx & Qp=q^ ‘=«x4- /3 > hinequi 

:::z (^olX “f- /3 j 

(%fl — — 

& tandem y'= ^ i . 

ubi coefficientes per Integrationes ingreflfos In conflantibus fumus> 
complexi. ' Curv^ igitur fatisfaclentes perpetuo funt algebrai- 
cae> excepto cafu^ quo c{tn=^y tum enim poftrema integra- 

. I 3 


~ ; ex quo fiet p 
dx ^ 


n ' — 

f 

c 

n — 

- I 

iq 

• 

d d 


dx^ 


=(« 

^v4 

n : {n 

' 


— I 


'^+r=% 

d X 
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tio prjcbeblt ^ ^ • Qnod ad ca. 

fum n = I attinet , ille in inveftigatlonem maximorum 


.& minimorum nequidem incurrit ; cum formula f q d x non 
fit indeterminata , fcd determinatum valorem , puta/, ob qdx 

z=<//, referat. Caeterum patet , evanefcen te termino (« x 

4- , lineam redtam qua;fito fatisface-. 

re , ob y = yx-^d'. Scilicet fi quatuor pundta data , per quae 
curva quaefita tranfire debeat , fint in diredbum pofita ; tum ipfa 
Jinea rc6ta, prae omnibus reliquis lineis per eadem quatuor punc» 

,ta tranfeuntibus , quarfito fatisfaciet. 

\ 

N * 

Exemplum VI. 


' Invenire curv4m^ m qua jit maximum vet mim^ 


munt. 


Quia eft ^ 


xp . 

— , erit dZ 

) 


pdx 

yi 


xp dy , X dp 




i ideoque ; V 

yqq yq 


xp 


; P 


X 


&a: 


xp 


yq 


y-q yq 

Quorum terminorum cum nullus evanefcat, aequatio 

xp 1 j X ^ ji r:p 


pro curva quarfita erit 


y’'q 


~ d. — 

d X y q 


A 

dx yq‘ 


xpdx 


r XV. 

o 5 leu o = — , 

xp dy . X d p 
fq^ y 


d X* X d X dy X d X d q , t ^ pdx 
+ 


yq 

2 xp d q 
yq' 


y q yq 

); xel o =^q^dx^ { ■^y q 


yq 


Cy — xp)- — i^yqdxdq Qeyq—^xp^ '^y?') d“ Oxy^pdq^ 2Xy'^pqddq. 

Qux cft aequatio differentialis quarti ordinis , quae utrum inte- 
grari pofllt , an non , haud facile patet ; neque etiam operae 
pretium.eft in modum eam integrandi diligentius inquirere ; quo- 
niam hic cafus non ex folutione Problematis alicujus utilis eft 

natus , 
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natus , fcd fortuito excogitatus. Hoc autem Exemplum ideo ad- 
jicere vifum cft , ut cafus habeatur , quo folutio non folum ad 
arquationem difierentialem quarti ordinis afccndit , fed etiam 
neque per fubfidia generalia fupra allata ad gradum inferiorem 
perduci queat. Praecedentia enim Exempla eunda ita funt com- 
parata j ut per regulas generales in Corollariis expolitas liatim 
aequatio pro curva quaelita inferioris gradus differentialis erui 
potueritr 

Propositio V. Problema. 

S6. Invenire curvam^ in qua jit valor formula fZd x maxi-^ 
mus vel minimus.^ exijlente Z ejujmodi funclione , qua differentia- 
lia cujufvis gradus involvat , ita ut fit = M d x -ir- N d y 
-J-P d p -f- Qjd q "E R dr "4- S ds -1- T d t &c, 

. SOLUTIO. ' 

* \ 

Quoniam translatio pundi n in r praecedentia elementa ma- ^ 
gis afficit 3 quam fequentia j unicum enim fequens elementum 
afficit, at in praecedentia eo ulterius extenditur, quo ahiorum 
ordinum differentialia adfint ; hanc ob rem expediet aliquam an- 
teriorem applicatam , uti H h , pro prima''accipere , ita ut muta- 
tio ex particula n v applicatie N n adjeda non citra H h por- 
rigatur j id quod eveniet fi in Z differentialia non ultra fextum'- 
ordinem afeendant. Sufficiet autem valorem ipfius dZ ad ter- 
minum T d t ufque extendere , quia ex ipfa folutione modus fa- 
cile colligetur eam ad quotcunque ulteriores terminos accom- 
modandi. Prarterea , quia in hoc Problemate prsecedentia om- 
nia continentur, conflabit fimul folutionem perpetuo eandem' 
prodire , quajcunque applicata particula quadam infinite parva ,. 
uti nv, augeatur. Sit igitur AH=a?, & Hh= 7 , refpdn- 
debunt lingulis pundis abfciffe H,I, K, L, M, N,0 &c.. 
yalores litterarum /> , q, r, j, ; &c. ut fequitur:- 


H 


M AX, ET M IN. 


7 


2 


T>E METHODO 


H 

I 

K 

L 

M 

N 


7' 



r. 

s , 

t 


p'^ 



s y 

// 

h 

/// 

f, 

ff/ 

Uf 

'f 

S , 

Uf 

K ’ 

t\f 

p • 

! \/ 

f ' 

t M 

r 3 

f \f 

S 
f \f 

y > 

P 5 


r , 

S 

\/ 

■'m 

y > 

P'> 

i' ^ 

\i 

r > 

s > 


t'* 


I 


Hi autem finguli valores a tranflatione n in i/ fequentla aug- 
menta accipient , qux ex Propofitione prima, debita mutatio- 
ne fignorum adhibita, ita fe habebunt. 


dy — 

= O 

dy 

O 

Ii 

0 

dy'" 

O 

11 

o 

n 1 

df=z 

= + Hi 

dp — 

o 

dp' 

o 
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-- o 

df' 

o 

df - 

-+ 

¥' 

iHli 

^dx 

dq 

0 

dq ■■ 

o 

■q’^ 

o 

d¥' 

nv 

^ dx^ 

dq'- 

— 

dx^ 

dq'- 

,| ny 

‘ d/, 

dr — 

o 

dr- 

— o 

ir'>— 


dr'\- 

Ib 

3^i/ 

dx^ 

'f /\Y 

dr — 

-4- 

3« I- 
dx^ 

dP'- 

nn 

■ dx> 

ds=- 

— o 

ds'- 

+ 

II 

is" - 

11 

1 

H 

ds"= 

6nv 

dx^ 

d¥^ 


4wt' 

dx‘’ 

dP'- 

m 

= ^dx^ 

4t — 

+ 

II 

dt'- 

k 

* 

1 

II 

h"- 

§ 

+ 

II - 

dt"- 

_ lonv 

d 

dr= 


^n\ 

dx^ 

id'= 

dx^ 


Qiioniam porro valor formulae fZdx abfciflie A H refpondet, 
ifque a tranflatione punfti n in v non rriutatur , fequentibus abf- 
cifl» elementis valores formul«e fzdx refpondent, qui in hac 
Tabula exhibentur. 


Elemento 

HI 

IK 

KL 

LM 

MN 

NO 


refpondet 


zd X 

z' dx 
z" dx 

Z'" dx 
Z’^' dx 
dx 






jID curvas invenienda S absoluta. 

Ad horum valorum incrementa , ex tranflationc puntfli n in v 
oriunda, invenienda, fingulos hos valores differentiari , locoque 
difterentialium </7, dp, dq, dr , ds^ dt cum ipforum derivati- 
vis valores fupra affigtiatos & per n v expreflbs fubftitui oportet,- 
critque ut fequitur: 


'd.Zdx — 

~nv.dx{ ^^5 ) 

• 




d. Vdx — 

-ny.dx( 

dx^ ^ 




d. — 

■ j 

4S"' 

dx^ 

^ dx^ ^ 


d.z:"dx~ 

qU, 

3K’" 
~ Jx^ 

+ 

6S"' _ 
dx^ 

_ loT'" . 
dx^ ^ 

d. Z dx 

p/V 

X\v,dx( -5 

dx 

dx^ 

+ 

3K''' _ 
d x^ 

45 ''' 

dx"^ d x^ ^ 

d, Z^' dx — 

== nv-dx — 

_ p"' 
dx 

+ 

dx* 

T'' , 

dx^ dxl" dx^ 


Qiiia jam ha?c fola elementa a tranfpofitione pumfli n in y alte- 
rantur & incrementa capiunt , fumma horum incrementorum da- 
bit integrum valorem 'difFerentialem , quem formula fzdx ad 
totam abfeiflam A Z extenfa accipit ; qui igitur erit 


'\t 




I 






\/ 


dx 


h y. dx ^ 


d X* 




\f 


d 

t\f 




457 + ^5 


r// 


4S^ + S' 


d 


loT 'F 


L 


d X' 


Singula autem heee membra per differentialia commode & fuc- 
ande exprimi poterunt : erit enim, 

Euleri de Max. & Min, K c- 
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— P'' + 

+ 0^ — 2 Q[''+ cy" = + ddoyy 

— R''+ 3P''' — sR"' + R"= — 

+ S^'— 45 *''' + 6 S"' — ^S" + S'==+ d^S' 

— r'+5 T '^' — 1 o T" + IO T" — 5 T' + r = — 


s 

•Qiiamobrem ^oxviwxlx fzdx Integer valor difFerentialis cx par- 

. , . j f yj\i d P'^' . dd^" 

ticula n V ortus j erit = nv. dx — h 


d*K' 


dx 


+ 


d^^S' 


dx\ 


d^T 


dx 


■J ). Hic autem , quia omnes termini lunt homo- 


genci , lignatura: tuto omitti poflunt , evanefcit enim difcrimcn 
inter N'' & N, itemque inter dP"' 8 c d P , reliquaque. Quo- 
circa habebitur formulie fZdxiUe valor difFerentialis 


ft V. dx 



ex quo fimul valor difFerentialis formulse f zdx colligi poteC 1 
fi in Zaltiora etiam difFerentialia inefFent. Quare fi curva qua- 
ratur , qux habeat/' Zdx maximum vel minimum pro data abfcilFa,' 
fueritque dZ=: M dx Ndy -f- Pdp-\- QAq-dr Rdr S d) 
-\-T dt + &c. erit primum formula; fzdx valor difFerentia- 
lis hic : 


n V, dx ( ISf 


ii 

' dx 



ddQ^ d^X , d*S - . 

dx dx* dx^ dx\ 


\ 

Hincque pro curva qutefita orietur ifta a?quatio> 



d^K . d*S 


dx 




d^r 


dx^ dxK 


+ &G. Q:E- 1 
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57. In formula /"Zalx-, uti eam tranavimus , quantitas Z 
continet difFerentialia quinti gradus : fi quidem, in dilFerentlali 

• " ipfius 


1 
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ipfius dZ-=:i'Mdx -4- dj + P dp QJq + Rdr + Sds 
<i~Tdt terminus Tdt cft ultimus. Cum igitur in T adhuc in- 
fint difierentialia quinti gradus fcu t , perfpicuum cft tequatio* 
nem pro curva qua’fita fore diffcrentialcm decimi gradus. 

C O R O L L. II. 

58. > Hinc intelligitur perpetuo aequationem diflerentialem pro 
curva ad g''adum duplo altiorem afccndere debere, quam fuc- - 
rit ipfa formula maximi minimive. Ponimus enim , in ultimo 
termino Tdt , quantitatem T adhuc t in fe compledi : nifi enim 
hoc eflet, duobus gradibus aequatio deprimeretur, uti ex §.5® 
colligere licet. 

COROLL. III. 

# 

Si igitur in Z differentialia gradus n contineantur , tum 
«quatio pro curva differentialis erit gradus 2 » : & hanc ob rem 
totidem novas conflantes arbitrarias poteftate in fe continet. 

C o R o L L. IV. 

Ob tot igitur conflantes arbitrarias, totidem pundlaad 
Problema determinandum propofira effe oportet 5 ita fcilicet 
Problema , ut fit determinatum , enuntiari debebit ; Inter omnes 
curvas per data 2» punda tranfeuntes, determinare eam in 
qua fit /"Z d s maximum vel minimum , fiquidem quantitas Z 
compledatur differentialia n gradus. 

C o R o L L. V. 

61. Ob » Igitur numerum integrum, numerus pundorum , 
'quo Problema determinabitur, femper erit par. Sic, vel nul- 
lum pundum , vel duo , vel quatuor , vel fex , vel odo punda, 

§c ita porro , ad ProWematis determinationem requiruntur. 

K ^ SCNO.^ 


t 


/ 


75 DE METHODO MAX. ET MIM, 

I 

SCHOLIOK 1. 

6i. Ex gradu igitur ad quem arquatlo pfo 

cur\'a inventa aflTurgit , vel ex numero pundorum per quje cur- 
vam fatisfacientem tranfire oportet , hujufmodi Problemata com- 
mode in Claflcs diftribui poterunt. Ad primam igitur Glaflem 
ea referentur Problemata , in quibus abfolute quaeritur linea cur- . 
va, qute pro data abfcilfa habeat v^Xoxem fZd x maximum vcl 
minimum; talia Problemata cum in Propofitione fecunda con- 
tinentur, tum etiam in tertia, iis cafibus quos §. §. 25 & 17 
expofuimus ; his fcilicet cafibus folutio praebet curvam determi- 
natam qucefito fatisfacientem. Clallis fecunda ca complebitur 
Problemata, quorum folutio ad tequationem differentialem fe- 
cundi gradus perducit : . hareque duo punifbtad fui determinatio- 
nem pofcunt; & ita proponi debent, ut inter omnes curvas per 
data duo punba tranfeuntes ca definiatur, in qua fit fZdx ma- 
ximum vel minimum: cujufmodi. Problemata in Propofitione ter- 
tia foluta dedimus.. Porro ad tertiam Claifem pertinent Pro- 
blemata in Propofitione quarta trabata, qure ita fe habent,' 
ut inter omnes curvas per quatuor data punba tranfeuntes de- 
terminetur ea qua? fZdx maximum tjel minimum. Simili 

modo quarta Claflis poftulat ad detmninationem fex punba , 
quinta obo , & ita porro , quas Claifes omnes in pra-fente Pro- 
blemate fumus complexi. Canerum etfi arquatio inventa ad tan- 
tum differentialium- gradum afeendit , tamen fiepius generaliter 
integrationem unam vel plures admittit, cujufmodi cafus in pro- 
cedentibus Problematibus nonnullos exhibuimus. Hanc ob rem 
videamus etiam quibus cafibus aquatio nofira generalis integra- 
tionem, vel unam vel plures, admittat; ut in allatis Exemplis 
ftatim videre liceat, utrum ea in his cafibus contineantur an fe- 
cus. Hujufmodi autem cafus potilfimum funt duo , in quorum 
altero efi:A^=-. o ,in altero M=r-o^ a quibus deinceps alii ca- 
£us pendent, quos hic evolvemus.. 


» . 
t , 


"Al> CVRVAS INVENIENDAS ASSOLVTA. 

Casus I. 


77 


«3. Sit In maximi minimive formula terminus N = o; 
Ita ut fit dZ = M dx -1- P dp + Qdq + R dr+ *S’rf'/4-&c. 

Hoc ergo cafu aequatio procurva erit hxc, o= — — -j. 


dx^- 


d: 


,3 


+ 


d^S d' T 


X 


+ &c. qua:, per dx multipli- 


cata , fit integrabilis , prodibitque 


^A-^P + 


d(l ddFi , d^ S 


d*T 


dx 


d x\ 




Casus II. 


<?4. Sit & o & P = o , ita ut fit <a^Z =^Mdx-\-Qdf 
■4“ R d T 4* S d s 4~ T d t 4" &c. 

Quoniam eft N = o , una integratio jam fucceflit , habetur- 

que pro curva qutefita ifta aequatio modo inventa , polito etiam; 
P=o- 




O 


d d ^ ^ 

d dx^ 

O 

dl{ 


d^ T 
d x' 


' dx d x^ ^ dx^ d x‘^ ^ 

quae per d x multiplicata denuo integrari poterit , eritque: 
Af Rin d B, .■ d d s d^T 

B + Q,— J- + —2^, + &c.. 


Casus IIL 


6^5.'^Si fuerit & N == o & P 
'd Z ■■ PA d X 4“ R df ^4^ S d s 4“ P d t 4~ &c. 


& Qj=o, ita ut fit 


Bini valores N Sc P evancfccntes jam praebuerunt hanc aequa- 
tionem bis integratam o==Ax — B 4-0 — 4^ 4- 4^5 — ■ 

4 X d X 

r 

j-3^ — h &c, in qua fi' ponatur Qj— o , Sc multiplicetur, per 
dx^ obtinebitur fequens aequatio ter integrata: 

^ — J 4- &c- 


Ax^ — Bx-i-C — P4- 


d X d x 

K 3 


Ex 
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Ex quo jam apparet, fi infuper fuerit i2=:o , tum etiam quar-j 
tam integrationem locum habere , Sc ita porro. 

Casus IV. 

Si fuerit Af — o , ita ut (it Z = N -f- P<// + 

4 - + S ds &c. 


Aquatio pro curva qua^fita ante prodiit 0 = AT- 


il 

d X 


+ 


ddQ__ 

dx' 

Jj D J4 ^ ^ ^ 

— 4- &c. quaj multiplicetur per dq 

Cv /X «X# 

p dx 

& tum addatur dZ — Ndj F dp — 

- Qdq 

Rdr 

— Sds — &c. prodibit. 

0 

--dZ pdP-h^‘^f^ 

' . d X d X d X 

\ 

— &C. 


— F dp — — R dr — Sds — 

- &c. 


A+ 2 — Pp 


v/ 


«.?+ 

■ Rr + 


X 

qd]{_ 

d X 

rdS 
d » 


q ddS 

dxt 


dx\ 


vel 


4- 


-A 4“ z — Pp 4“ 


P ^ Qdp - pddlj dpdR -f Bjdf 


d X 


d X' 


p d^ S d p d d S d S d d p — ■ ■ Sd^p 


&C. 


. „ cuius termini,' 

d X 

quomodo ulterius progrediantur , ii in d Z infint fequentia diffe- 
-yentialia Td^j Udu &c. Iponte patet. 

f 

Casus V. 

6y. SI fit & A{fr= o , & Ar=o j ita ut fit dz =P dp 4i 

QJ q Kdr Sds 4 - 

Quia cft = o j una integratio per cafum primum infilma- 

tur? 


'AH CVRVAS INVENIENDAS ABSOLUTA. yp 
tur , habcbiturque o= A- 


P+ ^ 

d X 


d x^ ^ dx^ 


qux multiplicetur per'A/> = ^j!dx^ ad eamque addatur o •= — • 
^T-\-P Jp -{.Qjl^^Rdr + Sds-\:>-&.c. quo fado prodibit ifta 
arquatio integrabilis 

o=Adp—-dZ q d Q _^ — 


gdd B. , q d* S 

T~ 


8cc. 


cujus integralc erit 

o -=Ap — jB — Z-\- Qjq 

4- Rr 
S s 


4- Qdq 4- Rdr Sds 4- &c. 




d X 

T d S 
d X 


dx^ 


feli a 

^fddS — 


Ap — B — 


q d I{ 

d X 


+ 


d q d S S d d q 

d 


qd^ T—dqddT+dTddq—Td^q 

dx^ 


Casus VI. 

i 

68* Sit & M= o & N—o & P=o j ita ut fit dz 
Qd q 4* Rdv 4“ S d s 4” T d t 4“ &c/ 


Ob 2f=o8i P=o, per Cafum fecundumjdus integrationes Io* 
cum habent , eritque aquatio, pro curva qucefita , hccc , 

o — Ax — Ba-O — 4- ^ ^ 4' &c. 

dx dX' 


dx ‘ dx^ dx^ 
ad quam per dq=rdx multiplicatam fi addatur o 


dZ — Q^dq 


Rdr — Sds — T dt ~ — &c. habebitur ifta aequatio dcnuo' 


integrabilis : 

o ==.Ax dq Bdq -\- dZ 


r dR 4* 
Rdr — 


rddS rd^T 


d X 

Sds 


dx^ 

Tdt 


4 -&C.- 
— &c. 


cujus integrale eft 
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O = 

=Ax q — 

Rq + C+Z- 

D , rdS rJdT 

— /(r+ — 

dx dx 


-A^ 





• 

- Tt 

feu 0 : 

11 

/') Rq-hC+Z Rr+ 


r dd T — — dv dV -f* Td d T 
d x\ 


“j" &C» 


\ 


'Casus VII. 


6g. Si fuerit M=o, N=o, P== 0 } & — o, Itaut 

(it =: R d d's Tdt + &c. 

Ob N = o , & Q = o , Cafus tertius iftain fuppeditat 
aequationem pro curva jam ter integratam , 

^ 7 CV J J - 

. +&C. 

dx dx 

ad quam per dr=sdx multiplicatam addatur o=- — dZ 
+ Rdr+Sds + Tdt+ &c. quo fado prodibit ifta a^qua* 
tio , 

p = dt — R xdr "^C dr — — dZ s d S — ^ - +&c. 

+ r<s^/+&c.' 

,quje Integrata dabit hanc , 

o ^=Ax^ r — R X r Qr — T) — Z-{~ Ss ^ ‘f — -t* 

— zAxq + Rq ' Hh,2"^ 

+ 2 

feu o = ( a:^ r 2 a*^4“ 2/>) ■ — R (a; r-^q') + Cr-^R. 

&c. 

A Xk 


s cno- 
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S C H 0 L 1 0 K IT. 

, 70. Horum cafuum ope, quorum numerum ulterius auge- 
re'liceret , fi commodum videretur, ftepe-numero Problemata ad- 
modum expedite refolvi porerurtt. Quod fi enim Problema 
quodpiam contineatur in aliquo iftorum Cafuum, qui unam 
plurefvc integrationes per fc admittat , ftatim formari poterit 
a:quatio pro curva, femelvel aliquoties jam integrata, qua: pro- 
pterea ulterius facilius tradari poterit. Quod ut diftindius pa- 
teat , fimulque ufus hujus poftremi Problematis , quo in maxi- 
mi minimive (oxxmA^ fZ d x differentialia fecundum gradum fu- 
perantia infunt , declaretur , unicum Exemplum afferre juvabit. 

Exemplum. 


Ji. Inter omnes curvds eidem abfcilfx rejpondentes , definire eam, 
cujus evoluta., cum fua ipjius evoluta., intra radios evoluta maximum 
minimumve fpatium compk&atur. 


' Pofitis , pro curva qiisefita, abfeiffa =x Sc applicata ~y;Gt 
elementum curvje =:dw , & ejus radius ofculi erit ele- 

mentum ipfius evolutx —dj, & hujus radius ofculi —IZ-l : 
unde area comprehenfa inter evolutam curvse qujefits , ipfiufipe 
evolutam , erit = - J quas ergo expreffio maxima mini- 

mave eft reddenda. Cum autem fit Vw = dx s/ i ) , 


& 




C . 


erit d ^ ■= 3(1+/'/')^ p dx 


• ••• 4 


C ^ ^PP) ^ r dx 

qq 


6c d ^ 


( I -h pp ) dx* { 9 pp 


t 


J + pp 


MaxI- 


X -h pj>)r t Cr ~h P P )*r r ^ 

55 * : jr— ) aque ^ 

mi minimive formula itaque eft / ' ^ i 9 Pf — ’ 

Euleri de Max. ^ M'm. L ^ 
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Z 


(;(^^pp)r ^ ( 1 +ppyr^ ^ ^ ^ 9PP(l + PP) 




+ 'py r 

y 


+ ^ ■■■ ), cx quo z erit fundio ipfarum />, q & rj unde 

different-ando prodibit : 

i^pdpCi -]-pp)(i+3PP ) _ 


9 Ppdqi r + ppy 6dr(l+pp) 


Z^prdpC r + /’/’) 


qq q' 

J^rdq(t +pp)* 2.rdr(i+ppy 

nn x“ 1* _^s 


, 8rrpdp(j+ppy <; r'' dq(i + ppy 
_$ .6 


T 


T 5 . . 

Comparatione ergo cum forma generali inftituta , erit M = o'j. 

N = o i 

9 P P (i + PP ) 


Z: 


p i8/>fr 4- /'/>)( I + 


Q: 

R = 


9 pp( r 4-/’?’) ^' . 'iSr(i -T-pp)^ 
Q q 

r 4" /> /> )’ ^^rCi + /’?)' 

--r- ^ 


g( I + , ( r +ppyr^ 

q^ 

3Spr(i +ppy 8rrp(j -f- pp)’ 
q^ q^ 


+ppy 


T. 


Cum nunc Cxt. M~o ^N—o, folutib cadit in Gafum quini 
tum, eritque requatio pro curva qu^efita ha;c , 

o~Ap — B — + 


qus j fi(5tis fubftitutionibus , tranfit in hanc 
Q=iAp — S -^PP) 


dx 


? 


j6pr(T -j-ppy 6rr(l-^ppy 


2.dr(i+ppy 3Sp(i+ppy ^ 

q^d X {? * 

quje a-quatio nimis eft complicata , quam ut ejus ulteriores in- 
tegrationes fufeipi queant. Cieteriim apparet hanc a;quationcm 
eflfe differentialem quarti ordinis , ita ut per quatuor refiduas 
integrationes quatuor conftantcs adhuc ingrediantur : cx quo fex 
data oportebit effe pun^ia, per qua; curva tranfeat, ut Proble- 
ma determinetur,. 


C AP UT 


AD CVRVAS INVENIENDAS ABSOLUTA. 


CAPUT III. 

De inventione curvarum maximi minimive proprieta- 
te praditarum ^fiin ipfa maximi minimive for- 
mula injunt quantitates indeterminata. 

Propositio I. Problema. 

I. T Nvemre incrementa , qua quantitas integratis indeterminata , Cig-ty 
X in quovis abfcijja puncto , ab aucta alicubi una applicata N n 
particula n v j capit. 

SOL U T 1 O. 

Sit abfdfla AH — -a?, applicata refpondens Hh- = & 

propofita fit quantitas quajcunque indeterminata n , abfciffe 
AH refpondens, quae fit formula integralls indefinite integratio- 
nem non admittens. Quantitas haec n ita fit comparata , ut 
ipla , quatenus abfeiflae A H feu punfto H refpondet , ab auda 
applicata Nn non mutetur : quod eveniet, fi in n differentia- 
lia non ultra quintum gradum affurgantj quem in finem quin- . 
tam demum applicatam N n ab H h computando mutari poni- 
mus. Si enim in n differentialia altiorum graduum contine- 
rentur , tum deberet ulterior demum applicata poft N n parti- 
cula infinite parva augeri. Sufficiet autem folutionem ad quin- 
que tantum differentialium in n contentorum gradus extendere ; 
cum inde , fi etiam altiora affuerint differentialia , folutionem ad 
ea accommodare liceat. Quemadmodum igitur pundo abfeif- 
fe H refpondet valor n , ita fecundum noftram notandi metho- 
dum , pundo fequenti I refpondebit valor n ', pundo K vero n", 
punfto L valor n'", & ita porro. Id ergo erit inveftigandum , 
quanta incrementa ex tranflatione puniti n in v finguli hi valo- 
res derivativi n', n''', n'", n''', &c. accipiant, feu definiri de- 

. L a bent 


S4 ^ METHODO M A X. E T M 1 N. 

bcnt eorum diffcrcntialia , fi fola applicata N n , qux’ eft 
variari & particula n v augeri ponatur : erit autem hoc fenfu 
d. n = o , quia valorem n pundo H relpondentcm inde non 
affici ponimus. Qiioniavn jam n eft formula intcgralis indefi- 
nita 5. fit ea =/[ Z] & [ Z") fit fundio ipfarum ^ , 
r , j & r , ira ut fit Z] = dx-\- C^] 

-\-\_Q'^dij-{-\_R~\dr -\-[S'}ds unde fimul valores 

derivativi ipfius ^^[Z], nempe , ^^[Z'^'], ^Z[Z''^]],&c. 

per notandi modum receptum formari poterunt. His pofitis, 
erit ut fequitur 


n =-/’[z]i/Ar 

n' = /c zj + [Z] dx 

n"=f[_z^dx-{-\_z~\dx-\~\_z''^dx 

n'"r^/[ z] ^.v -H [ z~\dx 4- [ z' J dx + lz^'']dx 

n'''= fiZ']d.x -{~\_z-]d'x + \_z' -]d X -^-iz" ^dx -h CZ'^0 

&c. 

Jam videamus quanta incrementa fingula hrec membra \_Z~\dx', 
\_z'~\dxy \_Z"~\dx^ \_Z"' ~^dx ^ &c. ex adjeda particula nv ad 
applicatam Nn capiant; quae obtinebuntur ex ipforum difte* 
rentialibus, ponendo loco differentialium yalotes §. Capitis 
pr.Tcedentis expolitos : erit itaque. 


d. [ZJ dx == nv. dx. 


dl [Z'J dx 
d.[Z'']dx: 
d.lZ'"]dxz 
.d.[Z:'''] dx. 


[T] 

dx^ 




Dp» dx ( 


m 

d 


1[Z!J Y 

d x^ 

4[^] io[r ^] 
dx^ dx^ 


) 


dx^ 

= n,. + 4^]+!^] ) ■ 

dx dx^' d dx^ dx^ ^ 

d.[z'^] dx = n,. la ^ ^ 

■ ■ j dx^ dx^^dx^, A.x^:-' 

d^iz'":\dx.=o, 

d:[z'"''\dx:s=:Q,_Sic reliqua fequentia omnia . eyanefcent. 

Ex 
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Ek his nunc colligentur incrementa valoriim n , n', n ''j n 
&c. qux recipiunt ex tranflationc pundti n in v erit fcilicet 


d. n 
d.n' 


d. n"-. 
d.n"-. 


d.n 


f\r 


m. d.. B 

dx^' 
dx^ 
dx^ 

n. d.m 

^ dx' 


ne. dx ( 
nv. dx ( 


4lT'1 + dlf] . 
dx^ ^ 

+ d^S'^ . 6 [r<]-\-4d[T']—d[T-} . 

dx^ ^ 


^[K"i+d[i{n 

d 5c’ 


. 45 '] A\r"] + 6d[T"] — 4d[r] + [dT] ^ 

J Z TZ7T ) 


d 


o 

dx 


d 

[ •g''n +d\o'"i ,m±24X"i 

dx^ dx^ 

'//■ 




d,T\ ( 

[^■'']+3d[S'"]- idfs"]+dfs'] , LT'''-l+4d[T"] -6d[r']+4d[f] -d[ T \ 

J-+ * dx^ ^ 

d[P'''] ^ d[Q^''] — dlQi"] 

dib—^dlS"'] + 3 4h—d[ S''] 

d x^ * 

d rr''n — Adfi"'] + 6d OT — 4 d [r'] +.d [ r] 

d xl 


d X 

'd.n'"=:ny.dxClN''2 - 

d[R!:']—2MD±il3D 


) 


Hiiic autem incremento aqualia funt incrementa omnium fe- 
quentium valorum, nempe ipforum n'"% n"'" , , &c. At- 

qui \aloris n'" & omnium fequentium incrementum idem erit 

, . dd[Q'"-\ d>[K'l 

==r n.. dx 1 j;r + - 7 ;? 


dx 


a. V Poterunt autem hac incrementa ad ea- 

^ dx* dx^ 

dem figna reduci, refpeftu litterarum [ E ] , [ [ -K] » C 1 ■> 
& [ T] j ficque prodibit 
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d.n 

d.n 


n ti, dx. 


Ltl 

dx' 


d.n 


7 


nv.dx(i liU _ jJXlJlJLiLlI ) 

^ dx^ dx^ ' 


d.n 


ff/ 


d.n 


f\f 


:n,.Af e; - 

: ny.dx{ 

^ dx^ 


3 [£2 + 4® ^ 6[f}±xj£f] ±10 dd[T] 


d 


X' 


) 


4 - 3 d{R"] 3 CT + 8 ^ lS']+ 6 dd\S '^ 


d 


d X 


4[.T]+ IS d[T] + 20 d d[f] + lO d^[T] . 

d ^ 


d.Tl 


V 


^ I m-hsdiAn -i-^ddm 

^ dx 


dx^ 


d X 


- [s' ~\,.id-^\ ^'\->i-^M\ s’]-\-/^d^ [ 5' ] I [j’]4-f^[r]+ioJJ[T]4-iO(^’rr]-4-^i‘*r7'l 

dx* ^ 


dn"=x\v.dx ( ) 

. Jx dx d dx"^ dx^ ' 


dx 


cui fequentiutn valorum omnium incrementa funt qualia. 

9 1 * ^ 


C O R O L L. I. 

2. Si ergo rr fuerit hujufmodi quantitas indeterminata, fen for- 
mula integralis Indefinite integrationem non admittens , ruin ejus 
omnes valores poft locum abfciifej ubi una applicata augeri con- 
cipitur 5 mutationem patientur , & aliquot ejus etiam valores 
ante illunrlocum , quorum numerus pendet a gradu differentia- 
■ lium 3 qute in ea formula n infunt. 

C o R O L L. 1 1. 

f 

3 • Qiiod fi ergo iftiufmodi quantitas infit m maximi minimi- 
ve formula fz dx , tum ejus valor difFerentialls non folum ab ali- 
quot ablcifib elementis, verum a tota abfcifTa, cui maximum 
minimumve relpondcre debet > pendcl>it. 


JD CVRVAS INVEHIENDAS ABSOLUTA. 

C o R O L L. III. 


4. His igitur cafibus abfciflam illam , pro qua maximum mi- 
nimumve quxritur , determinatam efl'e oportet, atque curva 
qua:, pro hac abfeifla, maximi minimive proprietate gaudere reper- 
ta fuerit , eadem pro aliis abfeiflis hac proprietate non erit prae- 
dita. 


S C H 0 L ION. 

■5. Mox clarius diferimen, quod intercedit inter quaeftiones ,' 
in quibus Z eft quantitas vel determinata vel indeterminata , 
perfpicietur ; quando Problemata hujus generis fumus trasTtatu- 
ri.. Pluribus modis autem tales qu^ftiones poflunt variari , 
prout in maximi minimive formula fzdx, quantitas Z vel tan- 
tum eft fundio ejuftnodi formula indeterminatre n , qualem con- 
templati fumus, vel infuper quantitates determinatas , 

r. Si &c. comprehendit. Deinde in Z etiam inefle po- 
terunt plures ejufmodi formulte integrales indefinita: a fe invi- 
cem diverfa:. Ad hos autem diverfos cafus una regula , fupe- 
rioribus jam traditis addita , fufficere poterit. Pra’cipuura au- 
tem momentum politum eft in ipla formula indeterminata n — 
/'\_Z'}dx i pro qua hic pofuimus cfte [] z ^ functionem de- 
terminatam ; quod fi autem hiec ipfa quantitas [ Z ] denuo ejuf- 
modi formulas integrales indefinitas complectatur , iterum pe- 
culiari folutione erit opus. Quin etiam ifta complica- 
tio formularum indeterminatarum in infinitum poteft extendi j id 
quod eveniet fi quantitas denuo in fe compleCtatar ipfam 
quantitatem n, ita ut fit d\_Z'] = \_L~\ dn + 

dy 4- E 0,1 dq [_R']dr + &c. tum enim 

ob n = E -^1 ’ iterum confiderari oportebit valorem ^ E ^ 1 ■ 

= n -j- [ AfJ dx -^ &:c. hicque progreffus in infinitum 

continuabitur. Hinc autem methodus nafcetur ea refolvendi 
Problemata, in quibus curva quxritur maximum minimumve- 
habens valorem formula yZi/A;, quando quantitas Znon datur, 

utr 
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ut hadenus , five determinate five indeterminate , fed tantum 
per xquationcm diftercntialcm , cujus integratio omnino non 
poteft abfolvi ; cujufmodi qua:ftIo cfl , fi quxratur curva_ , in 

qua minimum fit cxpreifio ^ \ ^ ^ > cxiftcnte dv 

■ — /jv^dx ( I +/>/ ) : atque ejufmodi qujeftionum refoludo. 
nem in hoc Capite quoque trademus. 

Propositio II. P R^o b l e m a. 

' 6 i -Si Z fuerit funHio quantitatis indeterminata n , ita ut jit 
d Z = L d n , ftque n = f[2] dx, exiflente d [Z] = 
[A/]dx + [ 2 Sr]dy +[P]dp +- [i^ldq -h C«]dr + 

- &c. invenire curvam a z qua pro data alfcijfa A Z habeat vale-^ 
rem formula f Z d x maximum vel minimum ^ 

Solutio. 

Pofita abfciiTa A H = x , applicata H h = y , fit tota abfdf- 
fa AZ, cui maximum minimumve refpondere debet, = 4 , 
divifo igitur fpati© H Z in elementa innumera infinite parva 

HI, IK, KL, LM, &c. debebit effe/Z^x + z^^+z'^^ 
+ 7l' dx cLx &c. donec ad extremum pundum Z perve- 
niatur, maximum minimumve. Ad hoc efficiendum, querendi 
funt valores difFcrcntiales quos finguli hi termini a translatione 
pundi n in v accipiunt, quorum fumma , nihilo «qualis pofita, 
dabit «quationem pro curva quarfita. 'Qiioniam autem muta- 
tionem ab nn oriundam non ultra H verfus A porrigi 
mus , erit termini fz dx valor differentialis^ nullus. Reliqui" 
rum terminorum valores differentiales reperientur, fi ii difFeren- 
.tientur , atque in differentialibus feribantur ea incrementa , qu* 
in Propofitione prxccdente invenimus, ex translatione pundi n 
• in V oriri. Erit autem 
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d. Zdx = L d.v. d n 
d. 2l dx = L'dx.dn' 
d. Z" dx = L" dx.dn"^ 
d. 7!'' dx — L"'dx.dn" 
d. Z'''dx = V'dx.dTi''' 

Quodn jam loco differentlalium dn^ dn', d n", d n" &c. va- 
lores fupra invenros ex translatione punfti n in v ortos fubfti- 
tuamus obtinebimus. 
d.'Z>dx = o. 

d.Zdx= 

d. Z'dx = 

'd.Z"dx- 


dx 


-ny.Vdx^ ( ) 

V J-s ' 


dx^ dx^ ^ 

nv Jj" dx^( 3r-s'i+4^[-s'] I 

''Jx’ dx‘* dx* ' 


d. Z''dx 


■ny L'''d^rY . 3 [^']+84^1+giir^'1 

^ dx\ d X * d X* 

4r7*i+ is^r^] ~f"2oifj[r] + io<^’rri 


d X* 


) 

d.z'dx = w. v'dx\ M — [q:'o+ 24 C 34 . w±Mp+um 

' dx d d 

r5n+4^ryn ^^,?4.9n+4^r5' l ^ [r]+^4r]+io^4 r] +ioi^[r]+sJYrl 
d. Z''dx^ny.V''dx * ([^''1— & _ 41IT]) 

d x^ d d x^ dx^ ' 

d,:^'’'dx=ny.V"'dx\[N^''\ — 

■' dx dx. dx* dx* dx\ 

&C. 

Sequentium fclllcet terminorum incrementa eadem hac lege pro- 
grediuntur. Addantur jam fenorum priorum terminorum Incre- 
menta , prodibit terminorum Zdx-\- Z'dx-\- Z dx -\-Z"dx 
+ -2 dx Z dx incrementum rotale -•= 

[Q:'V^■''+2L'''dlQ'"^ jR!!]ddL'"+^diXVE"-^^E"dd^R"] 
^"TT ^ T ~^rx* ^ 


d X dx' 

_ [S^] d^lJ' + 4^ [S']ddL^^ + 6dL''dd 

d 

Euleri de Max, ^ Mm» M 




+ 


M 


f 


v'-.- 

'^7 
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, fTy‘^L'~{-uWL'+ flVAL' + \0dL'J^t] + ^L'd*f f\ . 

d X* ) 

in qiia expreflionc , quia omnes termini inter fc funt homoge- 
nei , jam indices numerici negligi poterunt. Sequentium autem 
terminorum V" dx V" d x + &c. omnium incrementum erit=: 


ny. dx 


d\P"'] ddlQ'/'] 


dm ^ d^is'] 


dx ‘ dx^ dx* ‘ d x‘* dx* 

( V" dx -y L'"' dx + V""dx + U^dx + &c. ufque in Z). 
Hic autem pofterior fador definietur per integrationem for- 
mula fhdx , qua? refpondet abfcifliB indefinitas A H = Arj po-' 
natur in hac formula poft integrationem x=a^ abeatque ea 
in if, erit H valor formula: fh dx abfeiflie toti propofitae AZ 
refpondensj a qua ergo fi auferatur /'Ldx, remanebit H — /Ldx 
valor portioni HZ vel NZ refpondens, qui ergo loco lJ''dx 
■yV" dx -j- V""dx -1- &c. fubftitui poteft. Quamobrem tan- 
dem formul» fzdx valor differentiaiis. toti abfcifife AZ ref 
pondens erit = 

dx iH—fLdx){iN] — ^ + —ffi!'). 

dx ^dx dx dx^ d x^ ^ 

dx(lj [F] {.^dL +2Ld[^!^ 1 [i^]i^Z.-4-3 J[/^]i£.+3 Lc/^[/?] . 

d. X d X 

. [S]d^L + 4^[S]ddL +6d LddlS] + [sy .. . ; : 

. ' d x^ 

r ryu + u [ T]d^L4- iodd{T']ddL+ lodLd^lT] + ^Ld^[ f] 

d>x^ 

qui ad hanc formam commodiorem reduci poteft, ut fit = 
Ky.dxQ [^^3 (H' — /Ldx ^ — 

/ .. “b" 

d*W(H—fUx) 


“f" 


) 


dx 

d*.lS](H—fLdx) 


dd.[.Q](H—fLdx) 

d x\ 


, - d*lT}(H fLdxX . 

dx* d dx* 

qui valor «flfferentialis, quoufque occafio poftulabit, ulterius conti- 
nuari poterit is auterh, nihilo aqualis pofitus , dabit aquationem 

pro curva quasfita. Q, E. I. - - - -- - 

C o- 


\ 


i fj 
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C O R O L L. I. 


7. Qtioniam H — fLdx cft valor formulae fhdx refpon- 
dens ablciffe portioni A Z = — x , fi ponatur A Z = a 
— x=//, erit fLdtt ille ipfc valor H — fhdx, quo opus 
?ft> fiquidcm /L</« ita integretur, ut evanefeat pofito u—o. 

C o R O L L. II. 


S. Quodfi igitur abfciifarum initium capiatur in pun^io Z i 
ita ut abfeifla Z H ponatur = u , utque ubique ponatur at = 
a — M, prodibit aequatio pro curva inter coordinatas u Sc y 
hujufque curvae ea portio quaefito fatisfaciet , quae refpondet abf- 
ciflae A 7 L=a. Interim notandum efl: cum in ipfa maximi mi- 
nimive formula a:, tum in /E^j^/at, abfeiffarum initium in 
pun« 5 to A capi debere. 


COROtL. III. 


9. Si ergo quaeratur curva ad datam abfeiflam A Z relata J 
in qua maximum minimum ve debeat c^cfZdx-, fitqueZ func- 
tio quaecunque ipfius n^^f[_Z']dx , exiftente dZ^=.hdn & 
dlZ-\ = lM-\dx + l Nyyfr lP]d/^ + LQldyj- IRyr + &c. 
habebitur pro curva qusfita ifta aequatio ; 


o —iNJifLdu — + 


dd. [jQ ]fLdi i 

d 


d^ mrrju 

d 


+ &C.' 


ubi eft =4 — a: , & fh d u denotat valorem formul» /L d x 
portioni abfciifae H Z = « refpondentera. 


C o R o L L. rv. 

"io. Poffunt ergo vel bina abicilfarum initia A & Z, blnae- 
que abfeiffe AH=a:, & ZH — u confiderari , qua>-um illa 
in integrali /[Zjdx feu n, haec vero in integrali fhdx fpec- 
tari debet, vel unica tantum abfcilTa AH = A:j quo cafu, loco 

M a ■' 
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fh d u fcrlbl debet H — /Ldx i denotante H valorem , quem 
pro-bee formula /L d x , pofito x = A H = a. 

e O R O L L. V. 

11. Qtua z cft fundio ipfius n tantum, Ita ut nullas alias 
quantitates variabiles in fe comple( 5 tatur , ob dZ-= Ldji, erit 
etiam L fundio iplius n tantiun. 

e o R o L L. VI. 

12. Si [Z] eflfet fiindio iplius at tantum; tum foret n = 
fiz^dx quantitas determinata, atque funeSio ipfius a ;, hinc- 
que etiam Z ; ex quo maximum minimumve non inveniet lo- 
cum. Idem oftendit folutio ; fiet enim f V] = o, =0 
&c. atque a’qiiatio abit in idcnticam o = o.. 

SCHQLION L 

15. Occurrunt hic nonnulli primarii cafus confiderandi , quo- 
rum primus eft, fi fuerit [^z'] fundio iplarum x ^ y tantum ,' 
ita ut fit C z ] = [ A/] dx + [ V] dy. Quod fi nunc quera- 
tur curva in qua maximum minimumve fit formula fzdx pro 
data abfcilfa A 7 .=.a, exiftente z fundione quacunque ipiiust 
f\_Z~\dx = n, ita ut fit dZ==:JLdn‘, habebitur pro curva 
quefita ifta equatio o = C-V]] — fludx'), erit ergo vel 

fV] =^0 vel H=fLdx^ feuL = o; quarum equationum 
fi vel altera vel utraque prasbeat lineam curvam, ea non folum 
fatislaciet Problemati pro abfcilfa AZ = 4 , fed etiam pro alia 
quacunque abfcilfa indefinita a: : id quod inde colligitur , quod 
ex aequatione , quantitas H, qu£e pendet ab abfcilfa determinata 
4, ex calculo excelferit. Quod autem fpeciatim ad .vquatio- 
nem L == o attinet: quia L eft fimdio ipfius n itw f\_ z'} d x , 
fiet /f . 2 ] dx = conft. determinat» , quod nili fit f Z“| i=o , 
fieri nequit : binae igitur aequationes hoc cafu latisfacientes, erunt 

atque [21=0.. 


SCHO- 
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14. Deinde vero confiderari meretur cafus quo evanef- 
clt ; id quod evenit , fi [ 2 q fuerit fundio iplarum -v , ^ > 

r, &c. non involvens^. Ponamus cfie \_ 2 ~\ flindionem ipfa- 
rum X Sepi atque d'\_Z'\ z=: \_M~\dx p. Si igitur 

ponatur f\_ Z~\dx = n , atque curva quseratur, in qua, pro abf- 
cifla definita A Z = ^ , maximum rainimurnve fit formula /Z dx, 
exiftente z fundione-ipfius n, ita ut fit = Ldn; orietur 

pro curva quaefita ifta ajquatio o = ^ . 

tL X 

ideoque Confi. == [P] (H — fhdx'), Hicc vero confians, 
per integrationem ingrefla , non eft arbitraria j nam eam ira com- 
paratam efle oportet, ut pofito x=a, quo cafu fit fh dx=^Hy 

fiat == 0* Hoc autem evenire non poteft , nili vcl ha’c 

conftans ponatur = o , vel quantitas [ P ] ira comparata fit ut 


fiat = 00 , pofito a: — a. Priori cafu habetur vcl [ P ] = o, 
vel fLdx = Hi hoc eftL=o, fcu /'iZ'^dx = Conjl. feu 
potius Qzq=oj pofteriori cafu autem, conftans tamen pro 
arbitrio non accipi poteft , nam determinabitur , ponendo x = a 
- — dx, eo modo, quo exprelfiones qua; certis cafibus indeter- 
minatae -videntur definiri folent. Atque hinc perlpicitur in hu- 
/ufmodi Problematis numerum conflantium arbitrariarum in fo- 
lutionem ingredientium , cui xqualis fumi debet numerus punc- 
torum , per quae curvte fatisfacienti tranfeundum eft , non ex 
gradu diferentialium judieari pofle. Pervenietur enim fiepe , tol- 
lendo per differentiationem omnes formulas integrales, ad tequa- 
tionem differentialem altioris gradus , a quo nequaquam Proble- 
matis determinatio per aliquot punda pendebir. 

Exempium I. 

Si denotet u are.im curvx fy dxj^i/^^e Z Jit funEtio qus- 
cunque ipjius n, invenire curvam qua i pro data abfeiffa 
beat valorem formula fZdx maximum vel minimum.- 

M 3, 


ha-. 


Quia 
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Quia cft z fundio Ipfius n ; C\t dZ = Ldn^ erit L fimilio' 
ipfius Ti=fydx, Deinde cum erit [Z]=:yj 

& ob d{_Z~\ =z [A/] dx 4- \_l^~\dy + [ P ]<^/> + &c. fiet 

[M] — o , [AT] = I , [F] = o, [f^] = o, &c. unde pro 

curva qua?lita ha?c habebitur jcquatio o = H — fL d x j ideo- 
queL=o. Hinc erit n ^ -v = conftanti cuidam, porro- 

que ^=o. Satisfacit ergo lola linea redta in ipfum axem in- 
cidens i idque pro quacunque abfcifla asque ac pro definita =/r. 

Exemplum II. 

i5. ij/ n denotet aroum curv^ = fd x\/ ( i +pp) ejupyut 
functio ejumcunque fuerit TL. j invenire curvam , qua , fro data abf 
cijfa A Z = a , habeat valorern formula f Z d x maximum vel minU 
mum. 


Ob dz = Ldn, erit L flindio ipfius arcus n; 8c obdn 
'i= dx f ( erit [Z] =v/ 

lN] = o, [P]= — unde pro 


curva quaefita ifta habebitur «quatio : 


dt 


dx\/ ( i+pp) 


— fLdx); hineque C = i+pp) — fLdx): 

iibi conflans C ita determinari debet, ut, pofito x=.a 


7(TT?7) ^ 7(7^ 


fiat 


infinitum fieri 


_ ^ 

nequit, necelie eft ut fit C— o ; ideoquevel-: == 0 ,' 

. V ( I T/'i' ) 

vel fLdx=H. Fiet ergo, ex pofteriore «quatione, L=o,' 
& n = conflanti cuidam : ex quo porro deducitur n = 
dx\/ ( \ -\-pp ) = o , cui conditioni nullo modo fatisfieri poteft. 
Ex priore aequatione autem deducitur p=o^k\x dy~o, qu« 
efl «quatio pro linea reefla axi A Z parallela, qu« qu«ftioni 
pro abfcifla quacunque fatisfiiciti 


E X E M- 
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Exemplum III. 

1 7. Denotet n fuperjiciem /olidi rotundi ex converftone curvA a h 
(ircA axem A Z orti , qua ^«/fydx\/( i 4-pp)5 hujufque 
fuperjicici funllio fit quacunque Z , invenire curvam , in qua pro 
data abfcijfia A Z == a , maximum rninimumve fit {'Z.dx, 


Ob dZ 
& ob dn 


Ldn y erit L funftlo IpHiis n 
ydx V' ( I + pp') fiet [ 2 ] = 


= fy d X / {1+ pp)i 

y^{i+pp)y & 


dlz-]=dy^{-,+tp:,+ unde eritCiW] 


[AT] 


V(i +f/’) 

^/C>+W)i [P] 


reliqui valores 


V ( * ~i~PP) ’ 

[Q^l 5 [-R] > omnes erunt =0. Quocirca pro curva 

quislita ifta habebitur squatio : o ={' H — /L dxy/ ( \-\-pp) 

{H — flidx ). Ponatur , brevitatis gra- 


V- d. 

d X 


yp 


V ( J +pp) 

thyH — fLdx=Vy ctltVdx/ (^i-\-pp'y 

Vy dp , y p dy 


ypV 


Vp P dx 

S/{i+PP) 


+ 


^^ + ypdV 

i+ff ^ 

Ponamus eflTe Z = 


(i-i-ppfi- 
- Vydp 


+ 


V (1 +??) 

ypLdx, ohdV 


V ( I + f p) 
3 feu V dx = 


Ldxi 


V ( I +//' ) 3 erit L 
pb H= a. -Erit Qa 


I Hhpp . 

n, ita Ut maximum efle debeat fdxfydx 
= I & TL dx-= X 5 atque V =a- — x ,, 


x) dx 


( 


a 


x)ydp 


1 +PP 


~ypdx. Sit' 


d^x=u-, erit dx— — du^Si. dy=.—pduyZXcpxQ habebitur ifla^quatio,', 

uy^P r„„.. J.. .. J.. uydti ddy 


udu- 


74 + .-ff- = feu .d.-, d, - 


Ponatur u ’x=e &y = /s: 


erit du=e dt y Sc ddu'=.o 

== fi (^ddt +dt‘^ ) y feu d dt = — dt ^ ; porro dy=e (dz+zdt)' 

& ddy== e\ddz-^zdtdz') > quibus fubftitutis , oritur 

' dt-— 
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dt 
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j j ^ ^ t ^ cl Z ^ (l t tl Z^ n* 

zzdt — ~/p-qq 7 /-^ . Sit porro d t 

sdzy erit ddt = — s‘ dz^ = sddz-{-dsdz y hincque 

^ ■* 
ddz^= — sdz ^ — — — . Habebitur ergo harc a:quatio ' 

S ^ 

f f f Z ^ ^ Z Z ^ S • f 

sdz — zdz — ? qua? quidem eft 

diffcrentlalis primi gradus inter duas variabiles x & z tantum ; 
verumtamen ultra integrationem non admittit. Multo minus igi- 
tur quicquam effici poterit, fi in genere quseflionem confideremus. 

SCHOLIOH 11 L 


1 8 - Hujus exempli cafus , quo curvam inveftigavimus , in qua 
maximum minimum ve fit fdxfjdx\/(^ \ etfi ineft du- 

plex fignum integrale , tamen, etiam per methodum proce- 
dentis Capitis poteft refolvi j id quod ideo opero pretium eft 
oftendere , ut confenfus utriufque methodi declaretur. Proci- 
pue autem hoc opere nova via patefiet refolvendi plurima alia 
Problemata circa maxima & minima , quo adhuc , quantum 
confiat , non eft tada. Quoftio fcilicet eft , ut pro data abfeif- 
fa A Z = fiat maximum minimumve- hoc expreffio fdxfydx 
V ( I +/’/') J quo tranfinutatur in hanc xfydxsl{i 4-/>/) 
——fxydx ( I +/'/>). Ut hoc forma reddatur maximum mi- 
nimumve, oportet ut ejus valor, pro abicifla AZ. = ay idem 
fit pro ipfa curva quofita az & pro eadem pun(fto n in i» tranf- 
lato. Ponamus ergo fieri fy d x sj -{■ pp-y =iAyC\ ponatur 
X ■==. a y atque eodem cafu fxy dx\/ (i ^ppy = B, Jam , 
elementis m n o in m y o rranfmutatis , valor A augebitur fuo va- 
lore differentiali, qui, per Caput procedens, eft =ny. dx(\/(i-^pp) 


I 

d X 


d. 


y p 


y/i i ^ procepta autem quantita- 

tis E valor differentialis prodit =;ny. dx (^xy/ i + //) 

I J M "0 _ 

Vx^ + pp) Qyamobrem formuJo propofito 
fdxfydx\i ( X +/>/>), tranflato pundo n in r, pro abfeifla AZ 
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4 , valor erit =4 (A+m dx \^pp) — d. ') 

■ V(i+;'f) _ 

““ V" ( I + /./> ) — d. y - ■ y^p ) > a:qua- 

Iis eflc debet ejufdem formuije valori naturali pro abfeifla = 4, 
non mutato pundo n , qui cd 4 yi — B. Hinc proveniet ifta 

lequatio (4 — x)^a^v'(i +pp') — d. = o j 

quir omnino congruit cum aiquationc in folutionc Exempli in- 
venta. 


Propositio III. Problema. 

, 1 9 . Exi ffente n functione integrati indeterminata f[Z]dx, ita 

itt fit d[Z 3 = [M jdx -h CN]dy + [P^dp + LQ_] ‘Iq 
+ [ R. ] d r -f- &c. fit Z funBio quacunque cum hujus quantitatis 
n , tum quantitatum determinatarum x,y3p5q,r5S5 &c. it a ut fit 

dZ = Ldn + Mdx+Ndy + Pdp 4- Qdq + R dr-f- &c. 
invenire curvam az , qua. pro data ahfcifaA Z = tx ^ habeat rna- 
xirnum minimumve valerem formula f Z d x. 

' S 0 L V T l 0. - 

- Augmentum n v , quod uni applicatx N n accedere concipi- 
tur , ita remotum a prima applicata Hh capiatur, ut nullam 
mutationem inferat in valorem formula; fZdx abfcilfa: AH ref- 
pondentem , atque tantum hujus fbrmulie valores fequentibus 
poft H abfcifTce elementis refpondenres mutationes patiantur , 
qui funt Zdx, Z' dx, Z'^ dx ,'Z'" dx , &c. ufquead ultimum 
abfeillie elementum in Z. Horum igitur valorum incrementa 
a tranllatione piindi n in » orta , fi in unam fummam conjician- 
tur , & nihilo aequales ponantur, dabunt aquatiorem pro curva 
quxfita. Incrementa autem horum valorum obtinebuntur eos 
differentiando , & loco differentialium eos valores feribendo , 
quos fupra , tam in ultima Pi opolitione prsecedentis Capitis . 
quam prima hujus, ex tranllatione n in r oriri invenimus : ita erit 
Euleri de Max. ejr Min, N d.zdx 
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d.Zdx == dx(^hdn -i- Mdx ^ dy P dp &c.') 
d. Z' dx = dx(^L! dn' + Nf' dx -\-N'dy' -\-P'dp' + &c. ) 

d. Z''^Ar =^xCLVn" +M'VAr + iVV/4-PV/-h &c. ) 

&c. 


Qiiod fi nunc loco differentlallum du^ dh' , dn" &c. dy 
dy", &c. dp , dp' , dp"^ &c. &c. calores fupra 

inventi fubftituantur , & eodem modo , quo ante ufi fumus , in 
unam fiimmam conferantur, prodibit formulx.y^Z^/x pro abf- 
cifla A Z = 4- valor differentialis = 


& c m ( H- ru .) — + umn-nM 

' (t X 


dx 


d^' 


d X* 


fLdx) , d*.l:S](H fLdx)' 

^ dx^ 


— &C. ) 

t^b «A* 

j A \r dP .ddQ^ d*li. d*S » V 
+ nv. d X N dx dx^ dx^ dx* 

Atque ex hoc refultabit ajquatio- pro curva qu^efita hac i 

o = iH—fLdxy — A SJM . ^ , 

. ddlQ^KH fLdx) d^.f KK ff fL d x) , 

^ d X*' 




il , ddQ ^ 

d X dx* 


d^Ii . d*S 

T” 


&c. ubi notandum 


dx^ ‘ dx* 

effe H, valorem formulae /X ^x , qui oritur pofito x = a 

Q; E» E. 


C o R o L L. r. 


20 . Regula igitur Capite prtecedente inventa anapliof efl: red- 
dita ; nunc enim curvam definire pofiumus , maximum minim jiti' c 
habentem valorem formulae fzdx\ fi Z non folum eft fundio 
quantitatum determinatarum x, r, &c. fed etiam 

unam. quantitatem intcgralem indefinitam /”[ a: in fe cem* 
pletflitur: dummodo. [z] fic , fiinftio, determinata» 


AD CJJRVAS INVENIENDAS ABSOLUTA. 

COROLL. II, 

Quin ctlam fi plurcs hujufmodi quantitates integrales In- 
'defimtjr fuerint in Z j folutio ufurpari poterit. Nam qualis ex- 
prelfio ex una cjufmodi formula indefinita in valorem differen- 
tialem eft ingrelTa, tales ex fingulis, fi plures affuerint, nafcen- 
tur & ad valorem differentialem accedent. 

C O R O L L. III. 

2 2. Quoniam Z hic ponitur fundio non folum quantitatum de- 
finitarum X . y ^ p, q, r &c. fed etiam quantitatis indefinitx 

U r=.f^Z~\dx ^ oh dZ:=i Ldn-\- Mdx Ndy P dp + 
QJq + &c. etiam quantitates M, N, P , Q^Scc. hanc formu- 
lam integralem n =J\Z'\ dx involvent j atque etiam ipfa quan- 
titas L , nili forte n in Z unicam habeat dimenfionem. 

C O R o L L. IV. 

'23. Hancobtem, in squatione pro curva Inventa, Inerunt 
'quantitates integrales duplicis generis, fcilicet fhdx ^ atque 
f\_Z]dx \ ex quo, fi tequatio inventa per differentiationem ab 
his formulis liberari debeat , ad multo altiorem differentialiura 
gradum alTurget, quam quidem ipfa forma oftendit. 

C o R o L L. V. 

X 

24. Pervenietur autem, eliminando has formulas integrales, ad 
aequationem differentialem duobus gradibus altiorem. Quod 
fi enim aequatio refultans , fi evolvatur , fit differentialis n gra- 
dus; tum primo ex ea definiatur valor formula? fhdxy & dif- 
ferentiatione inftituta, devenietur ad requationem differentialem 
» + I graduum , in qua adhuc inerit formula f\_Z~\dx, quae 
ulterius reduda , & a formula J\_ z~^dx per differentiationem 
Ubg-ata , fiet differentialis gradus » -f- 2. 


N 2' 
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25. Etfi autem numerus punftorum , per qua? curva 
ta traniire debet, a gradu dijferentialitatis pendet, tamen 
hoc cafu non per numerum « + 2 definiri poteft. ^jua- 
tio enim ha:c difFerentialis »+2 graduum , poteftate quidem in- 
volvit »4-2 conflantes, verum ea? non omnes funt arbitraria?. 
Una namque conflans ex eo determinatur , qfiod integrale 
y"[Z] dx obtinere debeat valorem, non vagum, fed talem qua- 
lem in quantitate Z obtinet , hoc efl , qui evanefeat pofito 
X — o, iiquidem ha?c conditio fuerit in formula afTum- 
ta. Deinde pari modo una conflans definitur formula 
qilse, uti pofuimus , evanefeere debet pofito x-=ro. Quocirca 
tantum n fupererunt conflantes mere arbitrarite , qu^ totidem’ 
praebebunt puncla , quibus Problema determinabitur. Simili- 
ter igitur, uti in prtecedente Capite, Problema, ut fit determi- 
natum, ita erit proponendum, ut inter omnes curvas per data 
n pumfla tranfeuntes ea determinetur , qua? pro data abfcifla 
x = a contineat valorem formuUe fzdx maximum minimum- 
ve. - Ad hanc igitur dijudicationem inflituendani , cequatio 
inventa debebit evolvi j hoc efl , omnes differentiationes indi- 
cata? ailu perfici debebunt j quo fadlo, patebit quanti gradus 
differentialia infint , ex hocque gradu habebitur numerus fi. 
Qitantum autem infuper circa hunc numerum n obfer vare liceat *’, 
ih Exemplis fequentibus videbimus., 

Exemplum I. 

» 

25. Invenire curnjam quin^pro data abfcijfa AZ== a , haheM. 
valorem formula fyxdxfydx maximum vel minimam , integrdi 
fydx ita accipiendo , ut evanefeat pofto x = o. 

Erit igitur n = /}' rf'x, & \_Z~\^=yi unde fiet [JS7']|=i ,' rc^ 

liquis litteris [M], [?], &c. exiflentibus =0. Porro 

erit Z==yxn Sc dZ = yxdn ~\-y nAx+xiidy, ex qUO 
habebitur L —;' X j Af=jn & N-i=xn.3 P=Qj=RyScc. 


I 
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— *o. Ex his formabitur pro curva qua?fita ifla .xquatio j o = 
(H — fy X dx') xn (en fy X dx = H+xfy dx^ ubi H efl: 
valor formulx Z)' , qui prodit pofito x=ia. Pcrlpiciuim 
autem eft hinc nullam pro aliqua linea curva xquatlonem oriri: 
differentiatiorie enim inftituta. dtdxfydx =: o , porroque j = Oj 
qux eft aequatio pro linea reda in axem A 2 incidente. 

Exemplum II. 


27. Invenire curvam ^ qua^fro data abfcijfa A'Z,= a, habeat 
valorem formula fydxfdxv/ ( i + p p ) maximum vel minimum. 


V ( I +pp ) ' 


Porro erit Z = y n dc 


Quoniam Igitur eft n == fdxf (i+Z/J, erit f z ] 

V (!-}-/>/)& [PJ- 

Ij^=yy & N=ii; reliqua littera omnes evanelcunt. Hinc 
ergo rcfultabit ifta aquatio pro curva quafita: o 


X 


d. 




V ( I +? /' ) 

y pd X 


T 

d X 
-fydx^dp 


V ( I •^pp ) 

> erga ( i +pp ) 


V(i +PPJ 

= 

eafu fiet fdxf(i+pq>') — .m.? ? 


(i + pp)'^ 
(// fy dx) d p 


(1 +? f ) * 

Hy pofito AT =4, eodem 

= arcui curva abfcilla 


. .yci+fp) 

a relpondenti. Qua conditio adimpleri debet per determina- 
tionem unius conflantis, qua per integrationem ingredietur. 
Efl autem adu hac aquatio differentialis fecundi gradus , qua 
vero bis debet differentiari , antequam a formulis integralibus 
fydx & fdxy (1+//*) liberetur: hocque modo ad gradum 
fextum aflurget , & poteflate fex conflantes involvet ■, quarum 
dua inde determinabuntur , quod fedo x' == o evanefeere de- 
bent formula Jydx & fdxsJ(\-\-pp'). Ipfa autem aqua- 
tio ita fiet intricata, ut ejus tradatio fufeipi non mereatur. 

N 3 


E X E 
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Exemplom III. 


2 8 . Invenire curvam , in qua fro data abfcijfa fit f^fydx 
maximum vel minimum. 

Hic erit n==y) & [ Z] =:^ & [37^] == i j deinde 


cum fit z =: — , erit L 


& F 


— ; reliqua: Iit- 


P ' , P . . .. 

tera: omnes evanefcunt. Hinc ergo prodit ifta aequatio, o 

+ ^d. -5-i feuo=/f— 
p dx pf t P p^ dx 


d X 


Pofito ergo X =ay quo cafu fit / ^ 
~^.DifferentIetur ea aequatio, eritque o 

2ydp , €jidf- 2nddp c 

T T^-j r -, — • oeu O 

d x 


H ; erit y dx 


d X ^ d X 


2y dp 
p’ 


p ■ t 

p' ■ p-^d x p* dx ’ — 3^^/ zypdxdf 

npddpi qua? aequatio commode fit Integrabilis , fi dividab 

_ „ j j* '■ • %dp 2 ydx ddp 

tur per npdp^ prodit emm o === — — • 


integrale eft C= 3 //> = a /n 


/ ^ 

dx 


5 —,, cujus 

n dp ^ ‘ 

Seu Cn^ dp^ 

2Tldp . 


p^ dxy pofito ergo x=:a, cum efle debeat — 
erit ex hac aequatione Cny=ip^ y qua una conflans definie- 


P 


tur. Erit ergo n 

2ydp\/ dxdp 


V 


p* d X 

'cTp 


i v— f4 


— - > qu^e aequatio efl differentialis tertii gradus, 


& propterea pr^tcr conflantem b ( pofulmus autem loco C ), 

b* 

tres novas conflantes involvit. Harum una determinabitur , eo 

quod, pofito fieri debeat — 

b 


2 pp ; alia vero inde 


quod, pofito .V 


, fcu 


p^ dx 

-jy 


o. Re- 
liqua: 


o , efle debeat n - 
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liqux binx conflantes manent arbitrarix, ac propterea curva 
quxfita per duo data pun<la per qux iranfeat, debet determi- 
nari. 


Exemplum IV. 


2p. htvenire curvam Ad Abfiifam AZ = a relatam', in 

d X . / • • 

— mAxmum vel mtmmum. 

X 




Hoc exemplum ideo afferre vlfum efl , ut appareat quorao* 
do quxftiones ejufmodi fint refolvendx, fi dux plurefve for- 
mulx integrales indefinitx adfint. Sit igitur fy x dx = n & 
fydx=7r: & pofito = [ Z] (sfx , 8<. d7r = \^z']dx , erit 
[ Z ] X , & C z. ] =y. Qt-iod fi nunc littera minufcula [ z ] 
fimili modo traffetur quo majufcula [zj, ita ut iitd[zj = 
[mjdx-i- [n]dy-i- l^/>]d/>-j~ 6cc. erit [ J\i^] =y Sc [2^2 = x, 

itemque [»]= i. Deinde cum fit 2= -2., erit</Z= ^-3 

TT 7r 

r — Ponatur L & 2L — /j atque habebitur 

TT TT IT 

pb ^ & F, Q^, R, &c. = o , ifta pro curva quxfita xquatio, 
o = x(H— — I (>&— r2^;,ubi — 

TT TT TT 

& fi ponatur x-=:*ia. Cum igitur fit Hx — ; 

OC / /'17 X •.■**//* • t TT' X X 

xf — = ^ — f — r ent aifferentiando H — f — - — : 

TC ^TT TT TT 


IL 

1 

TT 


Pofito ergo Ar=4j fieri debet n = ir.v. DIfferentietur 


denuo, prodibitque ■ — 

hineque n 


~h^ 


_2 

TT ar 


?r 


X- 


= TT X — 

inftituatur, habebitur == vdx yxdx 


+i-”i,feu;7 

— . Si porro dIfFerentiatio 

y 


27 rdx + 


TTTt fly 


, feu;'_j'flfx=:3-</j', veK 


d X 


5r 


dy 

y 


Quoniam vero 
ppfito 
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pofito AT = o , fit 5r = o , fiet hoc cafu 


0 . 


'^qua^' 


. ^ >i d X 

tio autem — 


di 


TT 


, oh ydx-=dT i Integrata dat tt 


byi ideoquc fado a: = o cvanefcere debet Ex jequationc 
•7r-=by autem (cc[U\iMx ydx = bdyihxncc[\icx:=:^hly — blo^ 
fiquidem 7r=^by evanelcere debeat, pofito .v :==o ; quo ca- 
fu fieret y = o , & curva abiret in reftam in axem A Z inciden- 
tem. Sin autem ponamus , pofito .v = o valorem tt = fj dx 


non evanefcere oportere, fed fieri 


bcy erit X 


bl-1. 


quse eft Jeqiiatio pro Curva logarithmlca. Ad hanc penitus de- 
terminandam , quarratur yd\ox n=f y xdx i quia eft jy<d^Ar=: 
bdy, ox\x yxd X ■= b xdy , ^n = bxy — b tt - y Confi. feu. 

= bby l ^ — bby-\-C. Oporteat autem n efle = o , 


n 


pofito 


.V ==: o , feu )> = <r , erit n = bb y l 2- 

C 

a:h 


Jam ponatur x^^a^ erit l -Z 
vero cafu , neceffe eft ut fit n 


a 


& y 


ce 


a\b 


hoc 


bbc e 


a.b 


7 a:b , . a:h 

a b C e , hincque e 


TT X ) feu ab c e'"" .'\-bb c 
1 , unde erit, vel a — o, 


vel b = 00 . Incommodum hoc inde oritur , quod pofuimus 
fieri n=o, fado at = o. Ponamus igitur, pofitoO'==^> 

tum eo cafu n evanefcere, erit n==-bby l bby + bbg 


vrx 


~ bbg l Jam pofito X 


a , quo cafu Heri debet n 




a:h 


aTT^^nt ab ce' — bbc e' -^bbg bbgl^ 


i.' 

^oce ^ hincque e 


g 


r(i 


/— ), feu^=r- — 

Qu« eft arquatio curvam 


c 

a 


Ideoque a: 


c 
Ic'} 


_a(li— 


Ic 


penitus 
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penitus der^rminans, ita ut nullum curva? punftum pro arbitrio 
accipi liceat. 


SCHOLION II. 

30. Per hoc Igitur Problema, non folum Illx’ quxflloncs cur- 
vam pro data abfcifla maximum minimumve habentem formu- 
lam f^dx defidcrantes refolvi pofliint, in quibus Z prreter 
quantitates determinatas x 3 y , p , q ^ &c. unam formulam 

integralem n = Z~\dx compledlltur ; fed . etiamfi plures 
ejufmodi formulce aiFiierInt. , Interim tamen notandum eft has 
formulas integ^ales n ■=/'\^Z' 2 dx In funiftione Z contentas , 
ita comparatas efle debere , ut b z ]] fit fundllo determinata , 
hoc eft funftio quantitatum x,y , p, q, r, &c. nullas ultra for- 
mulas inregrales involvens. Hanc ob rem , nunc inveftigemus 
methodum refol vendi cjulmodi Problemata, quando ifta func- 
tio fz] non eft dererminara , fed prreter x,y,p, q, &c. for- 
mulam integralem novam 7r = f\_z~\dx involvit. Ne aurem 
folutio nimium fiat prolixa, non ultra diiferentialia fecundi gra- 
dus confiderabimus. Jam enim intelligitur fi folutio fuerit ad- 
ornata ufque ad differentialia fecundi gradus, tum per induc- 
tionem , folutionem ad quofque ulteriores gradus extendi pofle. 
Hunc in finem nobis erit Ll prima applicata defignanda per)» , a 
qua tertia qu^ fequitur Nn=:y'' particula n v augeri concipia- 
tur : Ex hoc augmento nafcentur fequentia quantitatum 7 f ,' 
cum fuis derivativis incrementi 


11 

- 0 

d. p — 

0 

d. q 

4 . 

Ii 

~ 0 

d.p' — 

- 4 - ili; 

' ^ dx 

?- 

II 

i 1 2, 

ax . 

d. y" — 


II 

1 

ii 

d. q ” 

nv 
^ dx’- 


qu;K Tabella fufficiet ad Problemata qurecunque refolvenda, uti 
ex fequente Propofitione intelligetur. 
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Propositio IV. Problema; 

51. SitTT — f[z]dx & d[z] = [m]dx + [n]dy + [p] d p 

+ Cq] d q , atijue quantitas [ Z ") ita invehat formulam inttgralem 

TT.ut ft d[Z]==Zd^+[M]dx. + [N]dy + [P]dp 

-j- [ Q_] d q. ]am pofito n = f [] Z ] d x , fit 7 ^ funHio ipfarum 
X , y j p 3 q j itcmqtte ipfitts n ita ut fit d Z = Ldn-f- Mdx + 
Ndy -f- Pdp + His pofit is ^ oporteat definiri curvam 

a z , qtu-, pro data abfiijfa A Z — a, habeat valorem fomuk fZ d X 
maximum vel minimum. 

SOLUTIO. 


Ut In Scholio praecedente monuimus, eft nobis abfcifTaAL 
= ,v, & applicata L 1=^ ; abfciflae autem AL=Ar refpon- . 


deat valor fzdx qui a particula n v non afficietur. Ex quo valor 
differentialis ex fequentibus abfeiffir elementis determinari debebit, 
quibus refpondcbunt valores Zdx., Z' dx , z!'dx^ 'Zl" d x ■, 
>z'^' dx , &c. ufque ad ultimum abfeiffie totius propofita? A Z 
elementum in Z. Invenientur autem fingulorum horum termi- 
norum valores differentiales per differentiationem ; fubftituendo 
loco dif&rentialium , dp,dq, valores paragrapho pr«ECeden; 
ti indicatos. Erit igitur 


d.Z dx = d 


'xCLdn + 5 .^ )■ 

d X ' 

d. zUx — dxCLdn' + -fil- 

dx 

d, 7!" d X =. d X. d^ 


2 0^,. H i/ 

d 

F'\ n 1 


dx 


N 


d X 


) 

+ 




dx. JJ 
&c. 


Superefl: igitur ut per n v definiamus differentialia dn , dn% 
dn i dn &c. hoc eft valores differentiales quantitatum n , n' 

nSn &c. Eft vero - 
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n' =/[Zj^x 

n' . = /i;2]^.v + Izldx 

ji’' =/[2]^x- + [zjdx + lz']dx 

n :=y'f^ Zjdx -|- [^Zjdx -f- £z' J dx -f- f z'^ J 

n'''=--f[Z2dx + [z2dx+[Z'Jdx+[z"]dx + [z'^']dx- 

&c. 


Ubi notandum eft quantItatIs /’[^] valorcm differentialcm 
efle =0, eo quod particula nv nullam mutationem infert in 
abfciflam A L ad quam f\_Z'\ dx refertur. Tantum igitur ter- 
minorum differentialium \_z'\dx, \_z''\dx^ {z''''\dx &c. va- 
lores diffcrentiales inveftigari oportebit. Erit autem. 


d.lZ']dx = dx(ilL^d 7 r + 

Caj X 

d.[Z']dx = dx C£L']d 7 r'+ 

d. [Z"] dx = dxC[L"] d^r" + [ W. ] n 

d.\ 7 :''^dx —dxiil" Y 

d.\Z''\dx = dx. \_U ^'•']dTr''' 

&C- 



Nunc porro definiendi funt valores diffcrentiales quantitatum tt j 
V , tt' 5 d" , &C. per n v , quos loco dir ^ d-yr'^ <af x" , &c. fubf- 
titui oportet. Cum autem fit x =: /’[-£•] dx^ & in [s;] differen- 
tialia fecundum gradum fuperantia non ineffe ponantur , fiet 
valor differentialis ipfius X , feu<sfxr=ro, ad fequentium autem, 
quantitatum x' , x" , yr" dic. valores difFerentialcs inveniendos , 
notaffe conveniet elTe 


X = y [.sl dx 
x' =f[z]dx + lz)dx ■ 

= y f z^d X -p- \^z[d X “E ^z'~\ dx 
' Z==f[z]dx 4 - \z1dx 4 - [.d]dx 4 - {d^ldx 
x'-', ^y [«] dx + [z] dx 4 - [«.' ] ^ V 4 - [«i'"] dx -tlz^dx 

&c, 

P 2, Erit 
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io 8 


Erit autem 


X ftv. d X - 7 ^- 

Cl Ok/ 

J. = »,. «fAT ( ^ — 77-“- ) ^ 

J. [z'qdx=tin,: Jx CL»" ] — ^^ + %r.) 

d.\z!'^'\ dx= o 
d,[z'''} dx = o 

&c. 

Ex his itaque obtiuebitia:’ 

* 

d. TT = O 


d. 7r' = nv. dx. 

dx^ 


il 

1 1 

• 

H 

1 

Iql 

dx^ 



d x^' ^ 

4 7t" 

: X V. dxC^l/i"] — 

dx 

, dd L^J Y 

1 17.) 

dx 

d. 7^'^' = 

y. dx — 

_d[f'] 

d X 

I dd\_ J Y 

dx^ ^ 

d» tt' 

v, dx ( — 

dx 

f dd\_ ^ J Y 

dx' ^ 


d 



omnefque fequentes valores inter fe erunt jequalcs.’ Qiiod fi 
jam hi valores inventi fubftituantur, erit 


d. [Z]dx == » V, dx. 4^,- 

a X 

d. \Z-\dx :=,Ky. «sfv (liyiiJ - 4 . 0!3 ^ \ 

^ dx, ^ dx dx^ ^ 

d. [ 2"] d dxClL"ldxcf^~^at=^:)+lIF-[ 

[5!}. 

■ 


At> curvas inveniendas 'absoluta. 

d. [2" ] dx=m. dx. [L"'] dx ( [//] — ^ f J 


loo 


d. [2' ''3 dxz=m. dx. 1 


'd X 

d[p'] 


+ 


dd[q]. 


d X 


d X 


, dd f q 3 . 

d X d x" ^ 

d. [ Z'J dx = « y. dx [L' V-V' r C «" 3 — ) 

&c. 

Hinc porro deducitur : 

d n =z o 
d.n' = 




n y. dx. 


[£.] 


d. n/ 


nv, dx(^ll'\ dx. ^d[^] 

^ dx^ ^ dx Ax.^ 


) 


wy. dx C/''] 


+‘ 2 [L'-\d[q li 

d X 

^[P'] 


+ [^"] 


'd.n 


A/ 


dx dx 

[^ 1 i[L^] + 2 lLV[q'] 

d X 

rf/-! i . • rT fV 


+[^^3 


.+.[i^" 3 [/]- 

n'^nv.dx (([L"3 4- [L "'] dx') ( [y?'3 

d X 

4- [L'3 [f\ [^3 + 2 [p 34(?] j- 2^7 j ^i[p ] 

d X 


d X 

iUH ^ 

dx 

__d[^ 

" dx 
d[p'] 


d X' 

dd [ q~\ 


+ 

+ 


d X 


+ 


dx* 

ddlQ^ 

dx^ 

dd[ q^ 

d x^ 
dd[Q] 


) 

) 

) 


&c. 


ri» 


Ex his jam orientur fe^fuentes determinationes ; 


d. Zdx 
d. Z' dx 


m. d X. 


dx* 


nv.dx Udx. 4 " ^ 


a£\ 

dx* ^ 


dx^ ' dx 

W. Z" dx ~ m. dx ( Vdx ( [ L'] dx.^+^ 

+ F" 

P 3 . 


C^_+ 2 £[^j-. 

dx* 


dx ^ dx*J 


J. 


tio 

d. i''dx 
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»y.^x.L'VA*(CL"] [/] 




d X dx^ ' 


d. Z"' dx 


m. dxU'‘'d X ( [ tj"~\ dx(^\_ it'~\ 

[^V[^] ~f~ 2[L\d[q] 

dx 


+[»»] 


iin 

d X 

din 


+ [L''][/] — J dx 

d.^'dx = m .dx .Id' dx(J[lj '^dx + [Li ^dx') (Jfz 3 
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Ut hi valores omnes eo commodius ad fe invicem addi queant, 

ponamus brevitatis gratia ==[”3 

i &CH]=[L][;.]— bJiia+^aM^ 
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^ : eritque fumma omnium , hoc ell 


dx d X 

yalor difFerentialis formula? propofitcV fZ dx ut fequirur. 

, -^7 d? , ddQ^ , 'wrrD-, \Q^dL 2L4§3> 

nv.'dx{N~ + -jP + iy.dx(Lm — '- ) 

'4- V. L [ L ] [ ^ ] 4- ^ V. [ H] ( L'"dx 4- L''' dx+ Vdx 
4- &c. in Z ) 4- ^ dx. [ ^ ] ( U^' dx. [ Id" ] dx 4 - Id' dx ( [L "di dx 
4-[U''3^v)4-L''Vx([L'"] dx+lL'''-}d.x-h iV^dx) 
■ 4 - V" dx ( CL"'J ^ V 4 - [ U'' ] 4- [ L''] dx 4- [L'" ] dx^ 4- &c. ) 
Bina? igitur hic habentur feries infinitae , a termino Ll ufque ad 
Zz progredientes, quarum illius Id " d x Id'' d x + Id' dx + Scc, 
fimima exprimi poteft per H—-fLdx, denotante H valorern 
Ipfius fLdx, polito, x=:^. Quo autem valorem alterius leriei 
■inveftigemus , ponatur eius fumma = <5*, ita ut fit S=L'''dx. 

p . . . - - - - 
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j^L ] + L Ax ([L"]Ax -I- [ U'' ] ) -h &c. Siimatu'^ 

valor Icqucns erit = L'Vv V]J''l 

+ L'V.v ([r']^.v+[L'V.v) + &c. qui ab illo fubtraat 

rcl-nquet , — dS = L'" [L"^] dx'- j-L" [L'"! dx^ V' 
[L J^.v-+&:c. fcu — (L''V.v + + 

L dx+ &c.) ideoquc — r= [ L'"2 dx ( H—fL dx),8c 
integrando S QH — f Ldx') , confrante G 

itci iillunitn ) ut n^it S — o fi poncitiir x r:::' .i //, His inv^entis 
fiet valor difFcrentialis formuk propo/it.e fzdx = nv. dx (iV 

■ ^ + i [P3 _ 

hUU-l + 


X 


d X 

/£^.v) ([i] 

+ rA?] — 


d X 


d[r] ^ Q ^ H.~f ldx)') 


dx 

))• Ha.’c cxprelfio autem in fe- 

quentem formam tranfmutari poteft , ex qua facilius valor dif- 
ferentialis formari porerit , fi ditferentialia altiorum graduum 
quam fecundi, tam in 2 quam in [Zj8c[z] infint. Erit fcilicet 
fox^xivXd^ fzdx valor differ^ntialis abfcifi&s rclppndcns 


nv. d X ( iS^ 


d P . - d d Q 

dx dx^ 


d dx* 


Scc. ) 


4 - xi>.dx ([^J ( H—y Ldx — J . + 


dim-i—TLdx) dd.[^](H -/Ldx) 
d X ^ 


/Ux) , d*.{.S\(iH — fLdx) „ , 

H ^ &C. ) + dx 


dx^ 


(l »2 ( G f\X\dx (H f Ldx )) 


d-[p] (G /[Ll dx ( H f Ldx)) 

d X 

: I dd.\q\{G flL^,dx/H — fLdx^) d, ^ [t](G f [L]dx( M /* Ldxy) 

" dx^ d * 

4-&C.). Invento autem valore dilferentiali , fi is ponatur =o > 
feabebitur aquatio pro curva qu.^fita. Q^E.L 
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52. Inventus Igitur efl: valor difFcrentlalls pro fbrmuIa/Z^^A; 
latius patente 3 quani quidem in Propolitionc eft aflTumta: fcili- 
cct fi fuerit dZ = l^dn 4 - Aid x -f- Ndy P dp Qda 
4- RdR 4- &c. atque exiftente dn = \^Z']dx^ fi dt d\_z~\ 
= [L^dw 4 ~ [^Af^dx 4 “ [A'\dy 4 ~ 4 - [C^ld^ 

4~E^3^^ 4- &c. iremque fi pofito = [ 2- ] fuerit 
= Lf^Jdx 4 - [j^Jdy 4- [pjdp 4- [yjdy 4- [r]dr 
4- &c. Quoticunque nimirum gradus differentialia infint in 
quantitatibus & folutio data inferviqt. 
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55. Qjod fi ponatur JI — fLdx=^ T, & G — 
(H- — /Ldx') = V3 erit valor differentialis 


K V. dx A- 


d P , d d 
dx dx^ 


4~ dx (^ £ N~\ T 


d.[P]T ■dd.lQ]T 

1 "l* — Z 

dx dx 


r «Jr'+&c.) 


'rpft\i,dx(^[p]J/'- 


d. [/)] V dd.lq]V 

i^dfQ dx\ 

CoROLL. III. 


d 

iLCilil + &c. ) 

dx - 


34 - Hinc Igitur aquatio pro curva qu^fita erit htee; d 
^4'[iVj T+Z/ijV — 


d(P+[P]T+ M V ^ Zd((l+[r)]T ^ [q] V) 


dx 


dx^ 


( -^"4" [ -^ 1 T+ [ r ] F ) , Q * rr • I r 

j=p — 4 - &:c. cujus progrelfionis lex, fi 

forte opus fit pluribus terminis , Iponte patet. 


C o R o L L. IV. 

35. Quin etiam hinc refolvi poterunt ejufmodi Problemata.’ 
in quibus Z non unam , fed plures iftiufmodi formulas inrcgra- 

les 
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AD CURVAS lNyENlEND'AS ABSOLUTA. li 

Ics indefinitas n in fe complebitur; vel etiam fi pliircscjuf- 
modi formulas -k ■:=^f\^z^dx in fe contineat. 

e O R O L L. V. 

35. Denique, ctfi pofulmus efle [«.3 funbioncm detennina- 
tam , tamen per indubionem hinc modus patet valorem diffe- 
rentialcm formandi , fi ulterius [c] in fe contineat formulam 
integralem indefinitam. 

S C H O L l O N. , 

37. Latiffime igitur folutio hujus Problematis patet, quia 
non (olum precedentia Problemata omnia in fe complebitur , at- 
que ipfi calui propofito iatisfacit , verum etiam per indubionem 
-ad calus qualefeunque magis intricatos accommodari poteft. * 
Quod ut facilius percipiatur, ponamus in [2;] infuper inelTe 
formulam integralem tt— f^dx, ira ut fit ^ = [/] «/tt -f- 

[^m] dx 4- [/^J djf + dp C^Jdf 4- &c. exiftento 
i^dx ydy 0 dp + xdy + &c. Jam ad va- 
lorem difFerentialem determinandum , pra’ter quantitates integra- 
les binas T Sc IA ^ tertia debet definiri ita comparata ut fit 
~ ^ ~ y"C dx ( G y'!] Zj] dx { H — fi-id x J ) quse 

evanelcat polito x — a, Hocquefabo, erit valor differentialis 

— nv.dxQd-\- [A 3 X+ [d] V+ V W ^ M A+ 0W) 

+ Q_„albrem„c. 

quidem maximi minimi ve formula excogitari poterit ^ qu^e non 
in folutione eflfet contenta ^ aut ex talibus formulis compofita , 
ad quas ifta folutio pater. Qiiinetiam liceret hanc expreffio- 
Xicm 'in infinitum extendere , fi quaelibet formula indeterminata 
aliam novam formulam integralem indefinitam in fe complec- 
tatur; neque difficultas ulla adeffet^ nifiin charaderum fufficien- 
ti numero fuppeditando. ,Qu^ cum ulterius profequi non fit 
neceffe, unicum caflim principalem evolvere conveniet^ quo 
Euleri de Max, dr Min. P in 
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1 
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in i:brmuIa/[Z]^,v, qux valorem ipfius n prjebct, ipfa quan- 
titas [Z] denuo n involvit. Hoc enim cafu complexio iftiuf, 
modi . formularum intcgralium adii in infinitum progreditur ; 
namque fi fit ^/[ Z] = [L ] -f- lM'\dx + \_'N^dy + 
ip:\dj>-hi(iid.j + &:c. erit hic iterum dn, quod ante 
fuerat dTr , &c quoniam crt d n [ ZJ ds , denuo eadem aqua- 
tio d[Z] = [^L^dn + X + ^l^~\dy -J- &c. recur- 

rit, atque ita tra^^atio formularum intcgralium nufquam abrum- 
petur. 'Cafum- igitur hunc, cum quia infignem nobis afferet 
ufum, tum quia concinnam admittit folutionem , pertradfabimus. 

) 

Propositio V. Problema. 

3 8- Si u alifer non detur nifi per aquationem different talem dn 
= CZ]d X , in qua [Z] ^ prxtcr quarititates ad curvam pertinen- 
tes k ^ y, p 5 r, c^c, ipjQtm quantitatem n complebatur , ita 

nt fit d[Z] = [L]dn 4- [M] dx 4- [N j d y -h [P]dp 
+ L Q. ] d q +• &c. Sit TL funbio quacunque ipfiius u (fi ipfarum 
y? p5 ^5 (fic» tta ut fit d 2 — — ' ■ L d rr d x “4“ AJ d y 

4- P d p -f- Q^d q 4- &e. invenire curvam , in qua , pro data ahf~ 
ciffaAZ==tx, maximum minimumve Jit formula fZ dx. 

SOLUTIO. 


P onamus differentlalia , quae tam in Z quam In [| Z ] Infiinf^J 
fecundum gradum non excedere, ita ut particula nv ultra abfeif- 
ix puruTtum L verfus initium nullam mutationem inferat. So- 
lutio enim nihilominus hinc poterit maximp generalis confici. 
Sit igitur abfcilfa AZ — x, & applicata L 1 = , patietur 


fZdx ab adjecta particula nv applicatte Nn 
tationem , cjufque valor differentialis erit = o. 


J' nullam mii- 
Qiiamobrem 


~ j — y ^ — V«/ • V4 C41X i V/ V- 

valor differentialis formulie J'Zdx ^ quatenus ad totam abfeiffam 
Z extenditur, colligi debebit ex elementis Zdx, Z dx i 
Z dx^ z"dx, &c. Singulorum autem horum elementorum 
valores differcntiales invenientur, fi ea differentientur, & Joco 
differcntialium , dy\ dy\ dp, dp' , dp\^dq, df df 

valores 
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valores §.30 indicati riibftitiiantur. Quoniam autem infuper inhsc 
difFcrcntialia ingrediuntur dn^ &c. ponamus- eo- 

rum valores cx nr oriundos tantilper, donec eos inveniamus , 
efle hos : 


dn - 


cc 

dn'' - 

^ nv. 

d' 

dn"" - 

= nv. 


dn' 

n V. 

e 

dii"' - 

■— nv. 

€. 

dn'"' z 

=: nv. 

$ 

dn" 

nv. 

y 

dii' = 

— nv. 



Scc. 



Hinc itaque erunt- valores difterentlales 

\ 

ct.Zdx nv. dx (Lct + 

d.Zfdx = dx (z '6 + ) 

^ dx a X 

d.A' dx — nv. dx (L"y + N" — ~ + ) 

d. A" d X = nv. dx £''d 
d. Z''' d X = nv. d X L'^'e 
d.A'dx = nv. d X. i^' ^ 

&c. 

Ut nunc valores litterarnm « , 5 , y i d, ? , &:c. definiamus ; 
notandum eft efTe dn, dn!\- du!' ^ &c. valores differentiales 
quantitatum n, n' , n" , &c. Eft vero 

n = /"[ZJ dx 

n ^ ^ ■ ' z~^dx “ 4 - n ^ H ^ ^ 

n" ^='/[Z]^x 4- \_z-\dx^ + \_ 7 }’\dx 

n'" = /CZ]^x 4- S_zr\dx 4 - [Z']^x 4 - \_7!>'}^dx ■ 

. &c. 

\ 

ubi fiZ']dx, per hypothefin, a particula nr non afficitur, Va- 
lores igitur differentiales formularum [: Z ] [ Z' j ixr, [ Z''']d’>; &c. 
funt inveftigandi 5 qui erunt 

•P 2 d. iZjdx 
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d.lZ'']dx 

m m 

d,iz"'-\dx 
d. [Z''']dx 
d. iz''^dx 


+ ^ 3 - ) 

»)/. ( [z'] S +-yj~ — 

m.dx({L^]y + IN ''2 — 
»K. dx [L"']d 

'fi d X. [L!'' ] s 
fii.dx. [L''] 

&c. 


dx’- ^ 

si'i 4- 

dx dx\ 


Ex his igitur erit ut fcquitur 


dn 

dr^ 


Ct 


?i v* dx + 


1^1 
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dji!' = f [i]« + Ci-']e + 


dn 


ff/ 


- 41 "] 


dx 


dn 


f\/ 


dn 


\f 


ny.dx ([L]« + [E']€ 4-[L'' ] y-f-[ ] 

1 [ -Q, 1 

. ' dx’- ^ 

»y.dx[L]ct'+lL']S + 

' ' dL£li a. s 

dx dx’- ' 

nv.dx ( [L]« + .[L']e + \1L"2y + ^ 

~ ^ ax 
&c. 




His comparatis cum valoribus alTumtis , erit 


Ct 


^ CE ^etdx 4 - 


lAl 

dx 


( CE]« 4 - [L' ]S -f" 


FQ] 4 ‘ 2 d[^] . 

^ 
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dlV'} 


d.^ ([L]« + [L']g + iu-]y + [iV"] - 

dd-[Qj 


dx 


H- 


' dx^ ' 

dx ([Ll<* + [L']e 4- LL"-]y , 4 - [D'"]d+ [A"'] 


) 


d[^] 

dx 




&C 


Ex hlfque cequationibiis elicitur : 


dd[iJ] 
dx- 


) 




d X 


7 

d' 


rgi + 2 dfp^ 

dx 


LL'][Q..]+[P']- 

CE'J[Q] + [L"] [L'] lCl.ldx + [L"] lP':\dx 


[i" ] CO.] — 2 [L' V^-<P2 + 


reuJ'=[L"][L'3 lQJdx+[U] [F]dx 
-~-^lL"ld[QJ+l2^'ldx - 


LQJd[L'2 


~ d[Fl + -^:p- 

(i Ai* 

qui valor ipfius </ notetur , eritque porro 

^ = dCi + lL'"2dx)(i+lL"'^dx')\ 
q = dci + iL'"2dx:f{i+iL'''jdx)(i+iv':]dx:) 

&c. 

( 

Cognitis his valoribus, erit valor dif&rcntialis elementis Zd.v 
4- a' dx + z'' dx relpondens 


av. dx (^N 


d p 


+ ^?+L[L][l 2 ] + L[?] 


om- 


d X d X 

L S 3 i L . "^ ). Sequentium autem elementorum 
dx * 

nium ufque ad z valor differentialis , fi ponatur F= [L^] [QJ\ ' 

■ - P 3 ^ -FW 
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+ [L][P] "dx ^ 


dx 


dfLL5l , fcu j' =. r ^ X , crit fcqucns : ^y, dx{JL!'^dx + d x 

(x + [ 1 !" ] dx ) + V dx(i+ [L'"'] dx) ( I + [ L'^' ] dx) + t’Ux 
{ i+lL'"^dx^ ii + [f]dx^Qi + [V']dx^ 

Q^i^inobrcni hujus fcrici fumiTi3. cft ind^gandci > hunc in fi- 
nem 5 fcribamus L loco L , 8c [_Lj '] loco [ Z J ^ fitque fiim- 
ma, quam quxrimiis, S : erit S = Ldx q- L d,x ( i + 
[L]^x) -f- 11' dx (i + [^Z^ia^x)(i+* [Z]^x)-blj dx 
{ I +■ \_L}dx) ( I + [Z' ] dx){ i + ln^^dx) + Jam 

ipfius S fumatur valor fequens aS' = S d S erit S d S = Z dx 
+ ll' dx (i + [Z'] dx ) +Z '^dx ( 1 + [Z^J dx ) (i + [ l!' ] dx) + &c. 
Hincque — d S = Ldx -j- L \_L ~\d x -J- [LiJ^x. L d x 
^ X + [ L'' ] ) q- [ L ] ^X. L'"' dx (^i+[L']dx')Qi-+ [L']dx^ 

q- &c. quce feries cum ad priorem reduci queat crit — d S 
= Ldx +S' [L] dx^ five ob S' — S:, dS q-i5’[L] dx 

Ldx qua: integrata dat C 

■* _ — _ - ^ • • 


y.J[L]dx 


o. 


quK conflans C ita debet accipi , ut pofito x — a fiat S 
Hanc ob rem erit valor illius ferici S — ^ ^ ^ ^ 

(C — fe^^^^^^Ldx'). Ex bis igitur formufe propofit^ 


orietur fequens valor diffefentialis : nv.dxiN — , ^ 


+ [iVJ — 


dx dx 


^D^d{L^ + 2\L]d[g] 

d X 

d d [ Qj ^ ^ ^ tranfmutatur in hanc 

formam commodiorem , nv.dx{ N — ^ + H +‘[ X] S — 
— ^y 4- dd [ ^ ] _ S . autem formari poteft valor 

d X d X 

ditfcrentialis formulx’ fzdx^ fi tam in Z quam in [a^] differen- 

tialia 
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tialia ad gradiini qucmcunquc aflfiirgant. Ad hoc efficiendum, 

fit valor formula; intcgralis , quem obtinet, fi 
ponatur, = H-, ac feribatur , brevitatis 'crgo, V loco 

hujus expreffionis f ( U — //^ ^ ^ Z ^ .v ) , crit- 

que valor diffcrentialls =ny.dx( N+ f iVl V — ^SL±ll!]Q. 

dx 




+ &c. ) Atque hinc 


"i“ j 1 I • 

pro curva quxffita orietur ifta a:quatio, o = A''4- [iS^j V — 

^ ( p + [ f 1 F ) dd(ci+ [ Q.]y ) ( A + r Py 1 p y 

dx dx~ d x^ 


~ dx'^ ■ 


dx- 

&c. Q^E. /. 
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5P. Infervit igitur ifta propofitio ejurmodi Problematibus refol- 
vendis, in quibus maximi minimive formula fZd x talem in 
fe continet quantitatem n , qu;E neqiiidem formula intcgrali ex 
quantitatibus ad curvam pertinentibus at , y> &c. ex- 

hiberi poteft , fcd cujus determinatio pendet a refolutione aqua- 
tionis differentialis cujufcunque. Habetur enim dn=z{^Z^dx; 
atque [ z] Ipfam quantitatem n utcunque in fo compledi poni- 
tur. ' 


G o R o L L. II. 

40. Cafus hic notari meretur-, quo eft L = [L 3 j quippe 
quo fit formula L <5^ x integrabilis, integrali exiftente 
~\dx^ Quod fi ergo , pofito .v=/?, abeat “^^in 

H, fiet I. 

♦ ♦ 

• >* 

• ' C 
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41. Cafiis hic potifrimum locum habet, quando curva 'quafr 
ritur, in qua lit ipfa- formula n— /[ maximum vel mi- 

nimum. Tum enim fit Z =: C ’ ic hinc L — C ^ 1 > 

^ — r , V = r ^~\ &c. Hinc itaque erit valor differentialis 

—SZLJdx 


d X 


+ 


dd. HfQle 


dx' 


&c. Atque jcquatio pro curva erit 




f[L]d_x d.\I‘]e 


—f{_L'\dx — flQdx 


Scc. 


d X 
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+ 


dd.{^[\ 


d X 


42. Quia ex hac jequatione quantitas H a data abfeiffa A Z 
: a pendens per divihonem eft egrelfa ; patet his cafibus cur- 


vam uni abfeiffa: fatisfacientem , eandem 'pro omni alia abfcilfa 
efle fatisfaduram : ita ut hsec Problemata fimilia fint iis, in 
quibus quantitas Z eft fundio determinata. 

C O R O L L. V. 

43. Si ergo quantitas n= /'[Zjdx debeat efle maximum 
vel mirrimum, exifiente d[Z]=^[L]dn-i-[flA]afx-i~[N]dj/ 
+ [ F] dp 4- [£2^3 dq + &c. curva poterit exhiberi, quas una 
pro quacunque abfeifla ifta proprietate gaudeat ; ejufquc natura 


exprimetur hac aequatione : o = ^ 

4- ^ [ - 9.1 g 


— /[Qdx d.[P]e 


■fZLldx 


■fLLldx 


dx 


— &c.' Ex qua infuper, evolutis fingu- 
• . • 
lis terminis, quantitas exponentialis e flP^idpc ^ atque adeo 

ipfa formula integralis flLl^dx excedent. 


S C HO. 
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Ufus hujus Propofitionis eximius cft in qua;ftionihus ita 
comparatis, ut quantitates indefinit,T in iis contenta? per formu- 
las integrales exhiberi nequeant, verum conftrudioncm jrqua- 
tionum differentialium poftulcnt. Atque hete folutio perinde 
valet, ^five una hujufmodi quantitas n infit in formula maximi 
minimive fZdx five plures j quod fi enim plures infint ejufrno- 
di quantitates n , plures etiam habebuntur valores litterarum L 
WAM], [P], [Q], &c. atque etiam Ijttera V= 

^ -^«-vjj qui omnes tequaliter, eo 

modo quem invenimus , in valorem difterentialem formulie 

introdudi prsEbebunt lequationem pro curva; fimilisque 
omnino trai^fatio erit , ac fi unica tantum adellet. Quoniam au- 
tem littera iffa n , cujus valor ablolutus per quantitates ad cur- 
vam pertinentes exhiberi non poteft , in omnibus fere terminis 
rnanec; aquatio pro curva, quje invenitur, nonfolum ex litte- 
ris X ^ y , p , q , r, 8cc. conflabit, fcd etiam ipfam eam quan- 
titatem n, aliafque formulas integrales plerumque ab ea penden- 
tes, \xuf{_Lt~\c(x ScfLdx, involvet. Qi^iare iK xquatiopro 
curva pura, quie tantum litteris x^y, p^ q, 8cc. contineatur, 
prodeat, oportet cum tequatione inventa, poftquam a formulis 
integralibus /7 L]dx Sc/Ldx eft liberata, conjungi tequationem 
dn~{^Z']dx , ejufque ope valorem n eliminari. Quanquam 
autem hoc modo ad differentialia altiorura ordinum pervenitur, 
tamen non totidem incflc cenfendx funt conflantes arbitraria’. 
Nam tam ipfa a’quatio dn=: iz^dx, quam reliqua anteriores 
Kquationes, certam requirunt determinationem, unde plures conf- 
lantes deterriilnabuntur. Carterum notandum eft veritatem hu- 
jus Methodi coiiiprobari polfe per prxcedentes, quando aqua- 
tio dii= [[zl dx ita efl comparata ut integrationem admit- 
tat :-»tum enim eiedem quceftiones ,per Methodos ante traditas 
refolvi poten.nt , indeque confenfum obfervare licebit. Ita fi 
\_z~\ tantum ex x & n conflet, tum certum erit n elle fundio- 
Eulcri dc Max. ^ Alm. Q_ nem 
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ncin quamdam ipfius .v determinatam , atque folurionem ad Ca- 
put prxcedens pertinere. Idem vero heee folutio patefaciet , 
cum enim (it hoc cafu =0 , [ P] = o , =0 , &c. 

• • \T ^ I tl Q p 

arquatio pro curva erit o =:iV- — + -j-a qu;^ 

eadem per Methodum priorem obtinetur. Ufus autem hujus 
folutionis clarius per aliquot Exempla declarabitur. 

Exemplum I. 

4 <) . Invenire eurvam , in qua fit maximus valor ipfiius n j exifi- 
tente d n = g d x — «n ” d x v/ ( 1 + p p ). 

a 

i 

Qusrftio h£ec occurrit quando quaeritur curva , fuper qua gra- 
ve in medio refiftente fecundum celeritatum rationem in plica- 
tam defeendens maximam obtinet celeritatem : denotat enim 
n quadratum celeritatis , & g vim gravitatis fecundum diredio- 
nem axis A Z exertam. Pertinet itaque hac qusftio ad cafum 
Coroll. 3 4 , & 5' expolitum, quo erat Z = [Z] = g — 

•tn” n/ ( I +// ) J atque adeo curva uni abfcilfse fatisfaciens pr6 

omni abfcilfa aequfe valebit. Cum igitur nt alZ = — «» n 

erit [L] =— ««n""” * 

[M3==o,CiS^]==o,[P]=-^^f^^ ; 
[Q] = o, &€• Unde pro curva quaefita ifta invenitur cequatio : 
o = — [ p ] e ^ ^ ^ , feu [ p ] 

que— /[L]^v = /C— /[?],& lL]Ax^^^. Subfti- 

tutls ergo loco [L3 & [1*!] debitis valoribus, erit funr^ * 
v^( I + />/>) == -I-/C — l—et — /ij ” — Ip + W (^t+pp') i 

hineque «»n" V-v-i/f i ^ — — + —IAL. 

\ PPJ __ ^ -r 
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A p vdn 


+ 


n.^ r 


tii+TP) 


; feu 0 = Wn +««n” cix\/(^i +//*) 

I 

Qua; «quatio , ut eliminetur n , conjungenda 


p ( 1 + fi’ ) 

cft cum hac afnq- an* dx^ 


ht o =ngdx-\- 


n Ap 


, & n 


— gdx; unde ftatiin 

- !«£*( 1 +»}. C™ 

f(l+ff) . "f 

igitur curva fuerit Inventa , h«c «quatio ftatlm prxbet celeritatem 

corporis in quovis curvee loco. Ponatur ^ 


ng 


5 crit n 


& ■=::^pdt ( I+P dpQ I + 3//) ; hinc- 

que obinebitur ifta aequatio, pdt(^i +//) +tdp (1 + 3^^) 

ap^ (^l +PP ^ ^ dp tdp 

_ T — — = o 3 qua? tranlmii- 

n •* 

ctdp 


tatur m hanc — „ + , —■ +. — 

nt p (i 4 -/’/) 


^jus integralls eft 


4- i. , feu ^ 


nt. f ^ ( I + //’ ) 

(«+€/) !+/>/) 




<88 




t ( I +/’/’ ) 
dp 


I • Zn n, . . X 

V («+c/) 


* j hineque 
. Erit igitur d x = 


»/’(!+//) 


• I : W 

V<g 

dp 


, & 


^ s I I •• 2 n n n 

»(1 +?/) V.g 

^gVXid^. Erit ergo x=-- 
a’ + <^P 


( «8 + €/» ) 

; hineque n 


( “* + 6 / ) 

I r Ap ^ ^^/(1 +ff) , 


atque 




Ap 9t, g V ( I + f f ) 




1 + />?''' as + Si > 

Hinc apparet quantitatem n fuper curva nufquam efle polfe 
: oi hanc ob rem, in curvx initio njam habebit certum quem- 

■ " Q. 8 
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dam valorem. Ut autem Indoles curvae magis percipiatur,' tx 

aquatione n= — patet valorem ipfius dp 

ubique negativum cfle oportere , ex quo curva verfus axem 
erit concava. Qiiia igitur valores ipfius p recedendo a curvsc 
initio decrcfcunt , in ipfo curva; initio p maximum habebit va- 
lorem. Hinc ponamus initium curvx ibi, ubi eft/=oo. Sit 
ergo AP axis curva; verticalis , in cujus direftipne vis gravita- 
tis^^ corpus deorfum trahat, atque in initio curva: A fit tangens 
horizontalis A a : ibique corpus motum fupcr curva incipiat , 
celeritatCjCujus quadratum fit Erit igitur, pofito p = oo , 

X , atque 6^”=^, feu € == Porro ad uniformitatem 


confervandam fit « = Quod fi jam curva quaefita fit 

K 

AM, & ponatur AP = Ar, PM= 7 , & > eritin 

M celeritatis quadratum xi=bk ^ ^ ~ » 

gens curvx fiet verticalis, ibi erit celeritatis quadratuni = k 
Curvae autem conftrudio ita conficietur, ut fit 

dSi±.nl & 

y H r 5 iV C r +pp) 

^ «/ i+fp + 

Deinde commemorari meretur fingularis proprietas, feu fe- 
' latio inter corporis defcendentis vim centrifugam, qua; eft 


rad " oiculi ’ ^ normalem qus Quod fi enim 

■vis centrifuga 


2n 


2n dp 


vis normalis 


rad. ofc. 

iP 


ppy 

ponatur 


F, & 


n\^p dx{ 1 + pp] 
' d p 


d x(^l •-}- pp ) 

V( 1 + j7j;) ^ ^ sequatione n 

--2ndi) 

3:1 v^C I +pp) 


, feii 


2,ngp__ ^ 


d X ^ 1 p p ) 


MO 
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tlo inter vim centrifugam F & vim normalem G , ut fit F === 
2»G: nempe vis normalis fe habebit ad vim centrifugam . .ut 
I ad 2». Corpus in A data celeritate motum inchoans defcen- 
dcndo fuper curva AM, in quovis loco M abfciife AP relpOn- 
dente majorem habebit celeritatem , quam fi fuper alia quacun- 
que curva eadem celeritate initiali defeendiffet. Evolvamus au- 
tem binos cafus principales j 

Sitque 1°. refiftentia quadratis celeritatum proportionalis i 
erit n = I , & F = 2 G. Pro curva autem habebitux i 


hk f 


dp 


p{b+ gl{p ) \/ {l + pp) 


& y 


hkf^ 


dp 


V' (i + PP 


itemque arcus curva: AM 




Ponatur arcus AM = i, qui cum evanefeere debeat pofito p = 
erit s == k d - > hineque ' ^gkp =-b ~{-gkp , & /> 


00 


S : k 


gkS.e"' — I ) 

Erit autem porro ex tequatione y 

■ H 


Unde oritur b dx gk dy = gke ' ^dy. 


bkr 


dp 


integrata y 


gkp)(h-{- t/ (bb-k-ggkX) ') 


'Z. 


V(.bb + ggii) gk.bp g{+Vibb +gg{iX^ +pp)) 

a*. Sit refiftentia ipfis celeritatibus proportionalis, fiet » = 

& F=Gj hoc eft vis centrifuga vi normali erit aequalis. Qua; 
bina» vires cum fint contraria , qusfito fatisfaciet ea curva qu^ 
a corpore fuper ea defeendente omnino non premitur. Erit autem 


d p 


Sc y 


"^^^^PpCVb+gpVk)* 


2h\l\ , 

-k-gp \l K' 


hineque ydx\/ b-\-gydy\l k:=-2hdx\J dx= 5 hineque 

integrando x = — gy^/ ^ + 2gk l Hxcer- 

a 3 


fiT. MUTTIO DO MAX. ET M 1 N. 

go curva non folum per Logarithnricain conftrui potcfl > verum 
cft portio iplius Logarithmica: oWiquangular. Erit fcilicet ipfa 
curva projeftoria, quam corpus in hac rcfiftcntix hypothefi 
projeaum libere deferibir. Hxc convenientia ex eo patet , quod 
curva a corpore moto nullam fuftinet prclhonem j quK cft pro- 
prietas curvarum libere deferiptarum. 

Exemplum II. 


45. Invenire curvam in tjua^prd data aifcilfaTi — a, minimum 
fit ip formula f 3 exijlente dn = gdx — « n"d K 

V(i +PP^- 

Quccftio h:EC congruit cum Illa, In qua requiritur curva, iu- 
per qua corpus defeendens , in medio refiftente cujus reliden- 
tia eft ut poteftas exponentis 2 n celeritatis, citiflime arcum 
abfcilfe a refpondentem abfolvit. Denotat enim hic g vim 
gravitatis fecundum diredionem axis follicitantem , V ^ celeri- 

.tatem corporis in quocunque loco, & « n” refiftentiam medii 

ipfam. Erit itaque Z = ^ ^ , & hinc d Z = » . . « 

, • — \/(i+ppy . 
2n V n ’ 

Porro erit £ ^ 


dnK/(i + pp) 'ifp -unde erit Z 


2 n Vn 


V nii+pp) 


M 


, N = o, P 


«n” f ( i ^ [ Z] 

^- 3 — ti-L ■ unde erit [ i ] 

a / f T -hr,] ^ 


^ Vnii+pp) 


n- 


V (1 -h I f') 

[Mq = o, IN 3 


ct.nn ‘ n \/(i+//) 
etn u 


O, & [P] 


u n p 


^/(i+fpy 


Ha- 


bebitur ergo' V — n dx\/(i-ppp) 


x(fe 


a n /n 


11 


d X f (^1 -i- p p ) d X \/ ( \ •drPP') 

yTn \/ n 


H); 

deno- 
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denotante H cum valorem formula; ; 

, — . «r +») J W ( ■ + f £) J 

■’ 2 n V n ^ 

fi fit X =:=4. Namque V cvanefccrc debet pofito x eft- 

que dV »nVn‘ ^ dxsj { 4- ^ ^ ^ • 

Ex his pro curva qua;fita obtinebitur ifta aquatio '.d.^P-^ [P3 V ) 


o,&P+ [P]F=:C, feu V 


c — p 


go valoribus debitis, erit e 


et, n fn 


n 


m 

dxsj +fp) 


. Subftitutis er- 


x(yi’ 


ce, It f n 


— I 


d X ^ ( l -j;- pp) Jxy/ ( 1 4~p p) 

2 n v' n 


H ) 


p Quare conflantem Cita determina- 

7/ 

etii p\J H 

. Cuna 


fl oportet, ut pofito x=4, fiat C 
autem fit t'’ = — 


VnC i-i-pp) 


I_ C J .± £ £> , erit 




ct n v/ n 
, nCdn y/ ( i + p p) r 

w”+i : ^ 


C d p 


n 


ctU yj Ti ccTl p €c n p^ (j +pp) 

dx\/,{i^pp^ \ n dx \/ ( \ -^ p p') nC {i --{-pp) d X , 

t _ ' i ' ~ _ ! ■ . 3 

^ n 


2 n V n 


n V n 


X • 


in fubfidium vocata arquatione dV = ce nVn dx\J(i+pf) 

4- .Cum autem {itdn=-gd x — 

anvn * 

. V •. edx , n c gdx(i -{-pp) 

xV(i +?/')erit— LZ-X- 4 . . . 

« n \/ n «n p 


4- 


C 


7Z 


o, feu 




p^V ( I 4 -PP) 


( ^+{:)gdx 

n V n 


«n p*V'(‘ 4 -pp) 

■ »Q^xv/( 1 4-pp)^ Quod fi jam hac aquatio cum illa 

np 

dn—gdx—<^ndx V'(i4-/'/') conjungatur , poterit eli- 
minari 


ii8 


JiAr. 


minari quantitas n , hocqiic pa(fto Inveniri xqnatlo pro curva 
qu.vlita. Hoc autem modo calculus fieret maxime txdiofus, ac 
minime traiflabilis. Adminiculum vero fummum afferet ultima 

aequatio in hanc formam tranfmutata: __(» 4 -P<^WCi +/’/>) 


nv n 


uCJx(i-{-pp') . rt* • f /r • 

— . CUI exprelfioni ante tcqualis clle inventus 

eft valor ipfius A V ; erit ergo A V = & y = J) — 

gn 

— jgjjyj. habemus dua? 


_c 

gp 


« n V n 
aequationes has 


«,n p 

(«+r) dx\/(^ I +pp) 


gp' n v' n 

7 tCdx{ J ^ I 


• • 


Ci^( i+ pp) 

“ ‘‘ r 

Ex quibus fi eliminetur n, habebitur arquatio Inter p Sc x ejufi» 
modij ut nufquam x fed ubique tantum dx occurrat , cx quo 
illa aequatio poterit conftfui atque adeo ipfa curva. Vel faci- 
lius ex pofteriori sequatione determinetur p per n , hicque valor 

in aquatione fundamentaii d x = —2 fubfti- 

g — «n 1^(1 -{-pp) 

tutus , dabit valorem ipfius x per n , erit fcilicet x = 
J ^ atque ^ 


i — «n ‘^( 1 +^;') g — «n ^ (.i +pp) 

Conflans autem D ira debet accipi , ut pofito x = a , quo cafu 
_ ■ P I 


■ fitC: 
debet 


V n( I +PP) 


J fiat D 


g^n{’\rpp) 


, feuturaelTe 


D 


SP' 
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47 ' ^5* “is igitur duobus Capitibus , Methodum expofuimus in- 
veniendi lineam curvam, in qua, pro data; magnitudinis abfeif- 
fa =:a 5 maximum minimumve fit formula f 2 i,dx , exiftente 2 

fune-. 


AD CUUFAS INVENIENDAS AT, SOLUTA. I2p 

W' 

funiSione ipfarum .v , ^ , r , &c. (ivc dctcrmlnqt.i (I ve indeter- 

minata. Funtftio autem determinata nobis cft, quee, fi alicubi dentur 
valores litterarum .v, r 8cc. ipfa affignari poteft , five algebrai- 
ce five tranfeendenter. Fundtio autem indeterminata efl:,quce per da- 
tos iftarum litterarum valores, quos uno in loco obtinent, aifignari 
nequit, fed omnes valores prarcedentes fimul involvit, quemad- 
modum hoc evenit , fi figna integralia occurrant. In Capite 
igitur fecundo Methodum tradidimus omnia Problemata refol- 
vendi, in quibus Z ed fundtio determinata; in tertio vero hoc 
Capite perfecuti fumus eas formulas, in quibus Z, vel ipfa eft 
fundio indefinita , vel talium unam plurefve involvit ; fimulquc 
Methodum exhibuimus pro iis cafibus , quibus fundio illa inde- 
finita nequidem per formulas integrales rcpra;fentari poteft , ve- 
rum refolutionem aequationis differentialis requirit. Nunc igi- 
tur cos callis evolvamuS;, in quibus exprelfio, quse maximum 
minimijmve elfe debet, non fimplex eft formula integralis, uti 
haitenus poluimus, fed ex pluribus cjufmodi formulis utcun- 
faue compoiita : atque fimul Methodum aperiemus plura alia 
Problemata , qiue rion ad coordinatas orthogonales fpedant , ex- 
pedite refolvendi. 


C A P U T I V. 

Dc Uju lidethodi haBenus tradita in refilutiom 

qjarii generis quajtionum. 

Propositio I. Problema. 

i- "^"Nvenire aquationem inter binas variabiles x y, itaat ^pr* 
§ dato ipfius X valore, puta pofito x i formula fZdx ob- 
tineat maximum minimumve v alor em , exijlente Z funciione ipfarum 
Y i P’ ^>^5 (fc.five determinata five indeterminata. 

SOLUTIO. 

Ex quacunque confiderationc variabiles x $c y fint nata? , cai 
Euleri De Max. &. Uin. R ^emper 


I 
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fempcr tanquam coordinata’ orthogonales cujufplam curvic coni 
liderari pofliint : atque hanc ob rem qujcftio propofita huc revo- 
catur , ut determinetur curva abfeiflam habens = x & appli- 
catam = "j , in qua valor ['Zdx ^ fi ad abfeifiam data magni- 
tudinis, puta x.-=^, applicetur , fiat omnium maximus vel mi- 
nimus. Qiiod fi autem Problema hoc modo proponatur , tum 
ejus folutio in pracedentibus Capitibus fiatis fiuperque efl: tradi- 
ta. Quamobreni formuhe propofita^T^Z ^.v, ficcundum Metho- 
dos ante expolitas , capi oportet valorem diffierentialem , qui 
datee abficilfijE x =a conveniat, ifique nihilo sequalis politus da- 
bit ffquationem inter x & y defideratam , quae pro data abficiflii 
x = a^ producet formulae maximum mitiimumve valo-, 

rem. Q^. E. I. 


C O R O L L. I. 


3 . Methodus ergo ante tradita multo latius paret j quam ad 
'aequationes inter coordinatas curvarum inveniendas, ut quje- 
piam expreflio /'Ldx fiat maximum minimumve. Extenditur 
fcilicet ad binas quaficunque variabiles , five eae ad curvam ali-' 
quam pertineant quomodocunque , fiveinfola analytica abftrac-j 
tione verfentur. 

C o R o L l: 1 1. 


3 . Inter binas autem variabiles propofitas diferimeri Ingens 
Intercedit 3 eo quod propofita formula /21 dx pro determinato 
quodam alterius variabilis valore maximum minimumve obtine- 
re debeat. Ifthanc ergo variabilem conftanter Utera x, alteram 
vero littera y denotari convenit. 

t 

C O R O L L. III. 


4* Litteris Igitur x 8c y debito modo binis'’ quantitatibus 
variabilibus impolitis, erit p 


dy 


dp 


d q. ^ 
d ^ ^ 
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dr 

gradus , qur forte in maximi minimive formula infinc , tolli 
poterunt, ita ut Z futura fit fun(f^io litterarum x ^ y , p> &c. 

C O R O L L. IV. 


&c. His fciMcct litteris diftercntialia cujufcunque 


y. Cum ergo maximi minimive formula ad talem formam 
fZd X fuerit rcdufta , in qua Z fit fundio ipfirum x , y , p, 
q, r, &c. live definita five indefinita, tum ex fuperioribus pree- 
ceptis formula; f Zdx valor dilferentialis , refpondens toti abf- 
ciffie propofitcE x^=a^ debet inveftigari , qui nihilo squalis 
pofitus prsbebit squationem inter x ^ y qusfitam. 


C o R o L L. V. 


6. SI fundio definita ipfarum x , y , p^q^Y ^ &C. tum 
valor differcntialis formulx f Zdx non pendet a prsfcripto abf- 
ciffs valore x == 4 j & hanc ob rem squatio inter x ^ y in- 
venta pro qualibet abfciifa prsbebit maximum vel minimum 
formuls {'Z.dx. 


SCHOLION /. 


• 7 . Qiiia in hoc negotio valores differentlales, quos ante pro 
omni genere formularum fparfim eruimus , in promtu effe opor- 
tet, cos hic conjundim in conipedum producemus , ut fit un- 
de, quovis cafu oblato, valores difierentiales, quibus opus fiierit, 
conquiri ac depromi queant. Exhibebimus igitur {otYa\x\x/’ Z d x 
pro varia fundionis Z indole valorem differentialem , qui perpe- 
tuo determinats variabilis .v quantitati , puta .v rclpondeat. 









T) E USU METHODI 


i -4 


1 . 

Jviaximi minimivc formula 

fZdx. 

Z — ^ 3/ r/v ■\- N dy -]rFdp-\~C^afj~\-Rdr -H 

Valor diffcrentialis crir 

j p 

» y. dx ( 3^ 


il 4_ iAR 

d X d x~ 


d* ij , RJ 

dx^ d X* 


Scc . ) 


•' CV kA# ^"V i.V 

qui valor diffcrentialis pro omni variabilis x magnitiitluw a;qii? 
valet. 

I I. 

» 

» 

Maximi minimive formula 

J‘Z d X. 

4Z^=^L dn -t- Md X ■+■ Ndy + P dp Qjd q + &C- 

& n = flZ'\dx 
exiftente 

dizi^ ~\_M~\dx +-\}f]dy + [P] dpA-lQJdq+tR^ dr + 8c€ 
Jam pofito poft integrationem x =■ 4, RtfLd x=-J3.-, po- 
naturque H — fh dx = IZ, 


Valor differentialis erit 
■4y.dxiN + LN]V— 


• 4^. (.e+ r-giF) 

~ dx’- • 


■ (^+[^1 V ) . d *. F ) Y 

III. 

• > 

Maximi minimive formula / 

fZdx. 

dZz= Ldn 4- Mdx 4- Ndy + Pdp + Qjiy + Sic- 

Scn=flz-]dx 

d [z] [L] dTT + [M] dx+lN:^df+ [P] dp + lQJdq+ Scc. 

& 5r == dx 

d{jd\ =■ \_'m'\d x-y-^n~\dy [^p~\ dp-\- \_y~\ d y dr Scc- 
Sit iterum, pofito .poft integrationem a? ^ 4 ut ame,/Ldx 


h — — 
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= H, ac ponatur H — /L dx =•. V. Jam inttgrctur / [L] Vdx^ 
fitquc integralc, co cafu quo ponitur, =G, ac po- 
natur G — = = CH—fLdxy, 

His politis, Valor differentialis erit 

/ " v_[_r vn r^-.i-r nrn 4(J’ + [P] [F]) 

»v.</,v(^+[A]K+[«]L ^ J — : dx ~ 

dd.( g-}-[c>l V -t-kl rr]) ACA± + r >'l r Fi) 


+ 


dx' 


d X 


, F-+-CO r F]) 

+ dx* 


&c. ) 


imde fitnul lex progrefllonls patet , fi adhuc plura integralia 
involvantur. 

IV. 

Maximi minimi vc formula 

/'‘Zdx. 

'd 2 Ldti -f- dx -f- Ndy -J- P dp -f- ^ “1™ 

Scn—fZdx 

Abeat , pofito x = a , hsc expreflio ^ ^ in H, denotante 

e numerum cujus logarithmus eft = i , fitque H e y , 

Valor differentialis erit ^ 

, ,yrTTT d.PV , dd.QV . d^ , d* S V 
m.dx(^NV j-r -f- —nn ttj — r 


d X 




d x\ 


d X 


&C. ) 


V. 


Maximi miniinive formula 

fzdx. 

'dZ:=Ijdn + Mdx + }^dy -f- Pdp + Qdq + Rdr + &C. 

& n =/f ^ 3 d X 

[Z] = [L]^n 

Sit , fi ponatur x = a, poft integrationem- 

jr.J[L]dX 

atque ponatur 

i ' > ^ 



I 
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Valor differentialis erit 


m. dx +.C ^ 


d.(l‘+lP]F) 

d X 


+ 


dx’’ 


d\(K+iK]V) ^ d\(S+[S]F) 


d X 


v^3 


d X 


A 


&c. ); 


In his igitur quinque cafibus continentur omnes regula? , quas Ini 
Capitibus praecedentibus invenimus, lique tam late patent ^ 
ut omnes cafus qui quidem occurrere queant, in iis vel adtu 
contineantur 5 velfaltem per eos non difficulter refolvi poffinr. 
Iis igitur hic in compendium redailis^ eorum ufum monftrabi- 
mus 5 in refol vendis quaeftionibus^ in quibus x dc y non deno*=; 
tant coordinatas orthogonales. 

Exemplum 1. 

8 , Ex dato ctatro C duEiis radiis C A ^ C AI , invenire lineam 
A M , qua inter omnes alias lineas imra angulum ACM conten-^ 
'^tas Jit brevijfim^a. , - * 

Patet quidem hanc lineam qu^fitam elTeredam : Interim tamen 
hanc quxftionem fecundum preeeepta data refolvi conveniet, ut 
confenfus Methodi cum veritate luculentius perfpiciatur.Cum igitur 
longitudo linex A M pro dato angulo ACM debeat efle minima, • 
ponamus angulum hunc ACM eife = x j feii centro C , radio 
CB — I , deferibamus circulum, fitque arcus BS = x, Tum 
Iit radius C M altera variabilis , xquatione enim inter has 
variabiles .v & jy inventa , innoiefcet natura linex quxfitx A M. 
Jam autem dufto radio proximo C m erit Ss = <a?x, & mn 
= dy ^ fumto Gn = CM ; ob triangula vero fimilia CSs 
& C M n erit i\ dx = CMfj] : M n[^y d x^. £x his ita- 
que erit Mm = \/ (dy"' +y'dx^^ i & quia perpetuo poni- 
mus dy =p4x, erit Mm = dx ^ iyy unde Jinex 

AM longitudo erit = fdx \/ Qy y + pp) , qux debet efle mi- 
nima pro dato ipfius x yalore , puta x At quia h«tc for- 

mula 
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fftiila ad cafum primum pertinet , linea fatisfaciens erit pro quo- 
vis valore ipfius x minima. Cum igitur fit Z==\/ pp)y 

— , & in cafu primo fiet 


\^(yy+pp) V(yy+iP^ 


O 


erit d Z ~ 

-rtrj V \:/j * rr/ 

^ s/iyy-^pp)’^ V ( y + PP ) ’ ^ 

R = o, 8cc. idcoque dZ =Ndy + Pdp. Habebitur ergo 

7 fj 

Ifte valor difFerentialis ny.dx(^N -> — ^)j indeque pro folu- 
tione ifta xquatio, o—N 


dP 


— : quar , multiplicata per pdx 

■ — dy , dat Ndy = pdPi quo in tequatione dZ=. 'iddy -\-Pdp 
fubftituto 3 prodibit dZ:=P dp + pdP , & integrando z-{-C 

= Pf , fcu C+ Aj} +tP') =y(,3fe)- «■' ,70,^4^) 

y=::.ConJl. =.b. At eft Mm [VxV : Mn[jixj 

z=MC [yj: proportionalis prsbet 

perpendiculum C P , quod ex C in tangentem linete qui^fitte 
MP 'demittitur. * Cum igitur hoc perpendiculum CP fit conf- 
tans , intelligitur lineam qusfitam efie redam : & quia , in ae- 
quatione inventa prima 'Ndx = dP , dua? infunt potentia conf- 
tantes arbitrari.r , conditio hacc quteftioni eft addenda , ut linea 
quaefita per data duo piinda tranfeat ; tum igitur linea reda per 
Ula duo punda duda quaefito fatisfaciet, ' 

Exempium II. 

9. Super axe AP conjlruere lineam BM, iia comparatam , uty 
'ahfcijfa area ABMP data magnitad'm'is y arcuc curva BM illi 
area refpondevs fu omnium minimus. 

C^ia pro data area ABMP minima longitudo arcus BM 
requiritur , area ABMP nobis defignanda erit variabili x : al- 
tera variabili y autem indicemus applicatam curvte PM. ’■ Jam 

fit abfeifla AP = ?, erit x—fydty ideoque dfra= ^-^''^‘tqne 


Tig. g; 


arcus 


1 5^ 


X) B V s U M F. T H O B 1 


arcus BM longitudo crit =/v'' •+■ ~)- Pofito ergo 

. , * J y 

'Hy—pdx, minimum eflfc debet hxc formula i- +/>/) 
„ J. dx^Ci + yy jp) ^ £rit itaque Z 

y y 

dy , yypdp 


j j 

\ yypp) ^ 


dZ 


N 


jy v' ( I +?V' ) 

— 'I . p 


+ 


jy ( I +y''t‘) 

yp 


unde Af= o 
, Qj=^ o Scc. Per- 


jyjy v' ( I + ) ' v (i +y^p^ ) i i • 

tinet ergo hxc quteftio ad cafum primum, ac ioJutio praebebit 
lineam curvam , qus pro area quacunque A P M B abfeito erit 
breviflima. Pervenietur autem , uti in praecedente Exemplo , 
ad a'quationem hanc Z — C+ F/, atque curva qu^tita per 

. i-.. d ( 1 + yypp ) 

data duo punfta defcnbi- potent. Ent itaque 

y P P 


.G + 


I +yypp) 

hinc ,fit .l> b 

i] {hh — :yy) _d y.^.dy. 

• :d, 3 <; 


, feu I => Cy \/ (^\ ‘hyypp')'- vel b 

:= yy Jf, y^ pp^ Sc p 


yy 


, oh d X 


y dy 


y/ {bb yy)^ 


^ ydtt Erit igitur 

J dv . ^ 

&/ — r + Qiiare linea 


quaefita erit Circulus, centro alicubi in axe AP, puta in C, 
alTumto : ifque inter omnes alias curvas per eadem duo quacun- 
que punfia dudas , pro data refcLta area ABMP:, habebit ar-; 
cum B M brcviflfimum. 


• E.x E M p L u M IIL 

l'ig, 9. 10. Educis ex pun 5 to fxo C radiis CA", CM ; intra eos 

defer der e curvam AM, qua pro data Jpatio ACM habeat arcum 
AM hrevijftmum, 

(X^ia arcus AM minimus eflfe debet, fi fpatium ACM da- 
'tce rp^gnitudinis abfeindatur ; ponatur area h^ec ACM==^^> 
atque radius CM defignetiir altera variabili^. Jam ponatur 
’ * arcus 
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arcus BS, radio GB= i dcfcriptus, —t; erit, ut ante vidi- 

mus,Mn=^</r, & area = unde fit 

dt=: — . Quia porro eft M m = ^/ ( dy'^ + y'dt'^ ) = 


^ 4-^5. ) j fit = pdx , minimumque efle debet 

f^y/i^^+ppyy)- Cum igitur fit Z= !^4 
M=zo,N^- ^ '''° ^ 


ent 


, 4. s. p 

yy^(^+yY)^ 


V( 4 +Yp’' ) 


Qj=.o . &c. Hinc refultat iflasequatio Z=C +P p; propterea 

V r 4 4- jy ) _ e -t- 


quod fit M = o: ideoque 


VCHyY) ’ 


feu 4 — C’7v^( 4 +_)>>'//>) vel 2^~yVC4+yypp^’ hineque 


2v/( ^ • ac df 


« ^ ^ , dx 

itemque integrando f = 

^^(bb cc)'q- c\/ (bb 


jffdi 


A fin. 4“ Hh A fin. , 

b b 


sj (Jpb 

c 


dy 


-yy) 
A fin. 


bb ' ex S demittatur perpendicu- 
lum QS =fin. A/, erit QS= At 


ex aequatione 1 4- Confi. = A fin. colligitur curva quaefita 

efie Circulus A M E per puneSum fixum C tranfiens. Defcriba- Tig. 9. 
tur enim fuper diametro quacunque C E in C terminata Circu- 
lus CAME, arcus A M interceptus inter radios ACM pro 
data area ACM erit minimus. Scilicet fi alia quacunque curva 
per duo qutecunque pundta in hoc Circulo fita deferibatur , bi- 
nifque radiis ex C dudlis area sequalis areee ACM abfeindatur, 
arcus illius curva: rcfpondens perpetuo major erit quam arcus 
A M. Quod ut appareat, ducatur ex C ad CE normalis CD, 
in eamque ex S perpendiculum S Q demittatur : erit triangu- 
lum SCQfimiie triangulo CEM, hineque CE: CM Q ] 

==CS [ I]: SQfeu SQ= ^^fin.A. DBS.velDBS 
Eulcri de Max. ^ Min. S. = 


% 
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= A fin. PoHta ergo diametro C E = h , & quia eft 

iii 

DBS— BS + BD = /+ Conjl. erit /+ Conjl. ■=■ A : 

quae eft ipfa illa proprietas, qua curvam quxfitam proditam efle 
oportere invenimus. 


Exemplum IV. 

Fig. ic. 11. If! fuperjicie quacunque , five 'convexa five concav/l , ducere 
lineam, qtu fit intra fuos terminos omnium brevijfima. 

Sumatur planum quodcunque ad quod fuperficies referatur,’ 
; apq^, in eoque capiatur refta A P pro axe. Jam ex linea? 
qucxfitfe fingulis pundis concipiantur perpendicula in hoc planum 
demitti , quibus deferibatur linea A quse erit projedio linea? 
breviffim^ in hoc planum; qua cognita, limul ipfa linea breviA 
fima in fuperficie propofita innotelcet. Vocetur. AP=^Ar y 
P atque cum natura fuperficiei detur , cx datis AP = Ar 

& P M = y definiri poterit longitudo perpendicularis Q^M in 
planum APQ^, donec fuperficiem in M lecet- Quod fi ergo 
ponatur QM = z ^ longitudo hujus linese ^ dabitur per x & 
ita ut ^ fit fundio definita ipfarum x Cum igitur fit 

2:. fundio ipfarum a: & jy , qu^ ex aquatione locali ad fuperfi- 
ciem datur 3 ponamus efle = + cruntque T & 

V cjufmodi fundiones ipfarum at &y^ ut Tdx+ Vdy fit for- 
mula diffcrentialis definita: pofito nempe dT=Edx + Fdy^ 
erit dV^~ Fdx ^ Gdy ^ exiftente littera F utrique differentia- 
li communi* Nunc elementum line^^ in fuperficie dud^e efi: = 
+dy^^dz^)^s/Qdx^‘^^dy^ +(^Tdx + Vdyfy 
Pofito ergo d y =! p d x ^ minimum effe debet h^c formula 
f d X y/ ( I -p ..p. 2T V p 4-. Vp'^ ) ; ita Ut fit Z 

V(i+r + r^.4-2rF/+Fy), unde fit 


+ 
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r + TE^X + TFdf + pdR 

+ VEp d X VFp dy + TVdp 
dZ~ i + TFpdx + TGpdy + V^pdp 

-j- VFp^dx 4- VGppdy 

V ^ 2^* + % T V p -F p^ ') 


Quae formula cum ad cafum primum pertineat, proveniet Ifta 
aequatio Inter x Sc y ; 

T F d X + V F p d X + T G p d X + V G p p d x 

♦ ( I + P P “f" 2 ^ ^ i' d" ^ * p* ) 

d £+rF+..P:li ^ vero Fdx + Gpdx 

V ( I +PP + ^ ^ ^ f ) 


T-t/ /^/ JTZ J • TdV-^VpdV 

Fdx+ Gdy = dV, unde ent 


d. 


P + TF + V^p 


+PP + c h’y ) ■ 

r 4 ” dp{i 4 “ r* 4 ~ F " ) 

I + dT^V—Tp:} 

^ + dV(T+T^+^T- Vp + ^TVY+V^p^+ 2 Ppi-Vp^) 

(^i+pp+iT-FVpy^^'^ 


./Equatlone autem ordinata , refultablt haec dp(i + T^ -i - ) 
4- d T(V — Tp ) 4- dV( Vp — Tpp) = o, feu dp 

■ i + f- 4 .^" Cum vero fit/ -~ 

_ (rdy- 


erlt d p 


5 hincque fiet d x ddy 


dx^ 

Vdx ) ( dxflT -{-• dydV^ 


I + r- + ^ 

quae eft squatlo differentlo- dilFerentialis pro projedlone A 
lineae brevIUimae in fuperficie quaefira j ideoque indicat , eam per 
duo quaeque pundla duci pofife. Aquatio ha’c Inventa in varias 
formas tranfmutari poteft, quae faepius majore commodo ufur- 
pari poterunt. Ac primo quidem expediet eliminari differentia- 
liz dT ‘ic dV : cum enim (\t dz = T d x V dy , tvltddz 
= d X dT dy d V 4~ V ddy \ ideoque dxdT dy d V 

^2 d d Zj 
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ddz — Vddy^ quo valorc fiibflltuto prodibit ifta afquatlo’ 
d xddy -\-T^ dx d dy-\- dx d dy = Tdyddz, — Vd xddz 

TVdyddy + V'dxddy^ fcil d x d dy T dzddy =z 

Tdy ddz — Vd X d dz\ hincque ddy.ddz = Tdy — Vdx: 
d X + Tdz. Multiplicetur tequatio inventa per dz , ac in pri- 
mo termino fcribatur T dx V dyXoco dz, erit Vdx^ ddy 
Vd X dy d dy T dz* d dy = T dy dz d d z — Vdxdzddz. 

Addatur utrimque Tdy*ddy — Vdxdyddy, erit Tddy 
(^dx* dy* -{-dz*') = {dzddz -{• dyddy)(^Tdy Vdx) 


d y dd y -4“ dzddz 

~^^ + dy+dz^ 


T ddy 


Tddz 


d x-}- Tdz 


Vel miil- 


T dy F d X 

tipHcctur arquatio per ^ ac loco T/^x fcribatur — V 
obtinebitur d x^d dy+ dz^ddy - — V dy dzddy = dy dzddz 

Vdy^ddz — ■ V dx'^ ddz. Addatur uinmc^Q d y^ d d y 

— V dz^ ddz y erit d d y Qd dy^ d z^ ^ — V d z 
(^dyddy -{-dzddz) = dy{dy ddy -{- dzddz ) 

Vddzidx* + dy*.^dz*y, ideoque =, 

^ ^ y F z • * c • 

^ aequationes omnes in lequenti expremone 


Tddy 


Tddz 


dy-{- F dz 

' continentur ^ ^ ^ ^ ^ 

dx^-{-dy ’-{^dz^ Tdy F dx dx^Tdz 

notandum eft , quia quantitatum T SeV difFe- 

rentialia nufquam occurrunt, perinde elTe, five InTSiV contineatur 
z , five minus. Quovis igitur cafu oblato , conveniet eam aequa- 
tionem aflumere, quK facillime integrationem admittat. Velu- 
ti fi fuperficies propofita fit folidi rotundi converfione cujufcun- 
que figuras circa axem A P nati , erit yy-{-zz= quadrato func- 
tionis ipfius X, qu:r eftque applicata illius curvae 

genitricis abfeifla; :v rerpqndens. Erit itaque zdz ■= XdX — 

y dy, & ~ — yJ± unde fiet T 


Z 


zd , 


8cFz 




Sumatur jam , commodi ergo , asquatio in qua T nom 


occur- 


f 


I 
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t Aldd^t dzddz ddf-^Vddz 1 

occumt , h*c -3J.-4.-J7-+7? — T 7 +T 77 ’ 

^ r — ly /* • 1 dyddy dzddz __ z d dy ' yddz 

— 1 > j?+57+S'‘ = Zdy—JIT ’ 

cujus imegrale cft /y^ (^dx^-^-dy^ ■\-dz^') = l — - — fcu 
zdy — ydz^=ib^(^dx^-^dy^+dz^y. Quoniam nunc eft 

s = V^(^^ — ponatur = Wa: , erit<s&; — Xvdx—ydy 

X* 


^ zdy — 

\/(X^dx^ — 


v^CX* — j>*)» 

. & v^c 

y^dx^ + X\ly^ +' XSV.v* 2Xyvdxdy) 


/) 


Ergo X^dy^ ^X^yvdxdy -i- X^y^v^dx^ ■=bbX^dx' — 

hh y^dx'^ -^bbX^dy^ -t- ^^X^zi^dx'^ — 2 b^Xyv d x d (cady 
2\Jy ‘' — X ’’ jXyvdxdy-^X^j ^v*dx * — b *X ‘'dx*-^-b ^y ^dx ^ — b ^X^v^dx 
— — X^Cbb- 


XX) 

qua-, extrada radice , prabet dy 

Qiiod fi ponatur y =: , ut fit dy=^ Xdt $vdx, fiet 

(i # b d X d ' \ ■\- -o . . • TT 

v^TT^ = Xs ibb^—xx) i aquatione , qma ^ 

& 1/ Tunt fundiones ipfius x , variabiles / & ;e a fe invicem funt 
ieparata. 

Exemplum V. 

1 2. Super axe A P N conjhuere curvam A M ejufmodi^ ut , abf- Vig. ii. 
ciffd per normalem M N area A N M data magnitudinis j arcus 
AM// minimus^ 

1 

Quia, pro definita area AMN magnitudine, arcus AM 
minimus efle debet , ponatur area AMN = a x , pofitoque 
x=a, quo cafu arca AMN fit =44, fiat arcus AM mi,- 
nimus. Ponatur porro applicata orthogonalis M P = j , abfeif- 
fa AP=/, & fubaormalis P N = u ; erit a x A dt + 

y i & « = : elementum vero arcus A M erit 

d t 


S 


3 


df 
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i2^(UJ±JL!i}, Porro cum fit ^ dx — jdt + ^ («4 4-^//) 

U 

Sc dt ^=P— , erit a u dx =yy dy+ Luudy {yu du d’it 

u 

__ Jam ponatur dy = p dx , mini- 


2 >'i dx 


ny Jy 

U 


y ✓ 

mum efle debebit 4 - «?< ) ^ ^ quantitas cu- 

jus valor ex hac tequatione dtt—ax{^ — ) de- 

finiri debet. Pertinet itaque ha:c qua:ftio ad Cafiim quintum ; cura 
quo fi comparatio inftituatur , fit « = n & 2 ^ , 

— pyjy 


unde L 


i M -- 


n*v/ (jyj)) + n*) 

P = ^{_ 0 [ 74 iJ 1 IL\ Deinde cu 


n 




Oy & 

” + n*)’ 

cum fit u=/dx('— — 

^yP — EP ^ differentiando erit 

y 

JL- [M]=o, 2? q_ np 

.. L J jyy n j>j)) 


_ 22? ?. . 

n" 


& [p: 


y 

ly 


n 


ly y & e 


flL}d 


X 


n 2 

,f 2 ydy : n n 


. Jam erit /f L ] dx =/^-lAy 


e 


'V 

«y 


2 at eft Ltsfxr 


n 

5? 5? 




•? 

3 


n' »'(^24- nji ) 

/-rZ-Ux- fdy 

unde fiet /'f'' ^ L n''~ 7 ~Cyy^r^^) ’ valor 

pofito x=:a, fiat == Hy firque V=e -f-^y ^y- 

+ f — , )• prajparatisj erit tequatio fatisfa- 

ciens (,N+ V^dx = d. (P + [P] , five fubftltutioni- 


bus faftis, 


2 aVd 


X 


n + nn) 
^ ^ jy + n n ) 

* ^ n n 


2 V dy 
n 


yy 

At efl: i ad X 
y " 


itF^ 


ydn 




JN RESOLVENDIS ^ JESTloNIBUS. 143 

y'dy V dn aV ^ y 


^.^ 22 ^^.ndyi unde erit 


'’(:>}+ nU 

yydln 


n 


2Vy 
n 


n‘ v'(jyj)'+ n‘) 

hincque 


2 V dy 
n 


2 jy (l V 

n 


) 
+ 


ydy 


n 


yy dn 


+ 


yy 

n d V 


n^v^O’' + n*) 

^LZJ-^ = o. Verum, eft generaliter dV 

yy 


n 'Jiyy + n*) 

2 Vydn ndV Vdn 

“ y y ■ 

2ydV 2Vydn 

n n* 

=: Ldx 


n' 

2Vdy 

n 


+ 


V[L]dx i unde erit dV 

y y du 


yydy 


2 V y d y 


n 


■j_ ZiJ . ; hincque 

y 

Vdn 


Vdn nVdy 


y' yy 

y ( in ^ 

^ y n 


V (yjy + n n ) 

dvdn, 2 V y d u 

n^\/Cyy + nn; dy n* 

dVdn 2Vdy . 2ydV ndV 

n n y 

) 


; quo fubftituto oritur — ^ 


n 


o; hoc eft dFC~ + ^ + 

dy n y 


4. ni^) 
yy 


ydv /• dn 4 ^ . nAy \ . 

dy ^ y n yy ’ 


qute xquatlo, cum fit divifibilis per — 4 - ^ 

cem dat folutionem. Quarum prima erit ^ ^ , qu.^ pr^- 

bet V = cy : quoniam vero V evanefcere debet in cafu mi- 
nimi , eodem cafu erit y = o i fcilicet pofito x = a fiet 
^ = 0. Cum nunc fit V=cy, fafta fubftitutione in aquatione 

~ ^p^y 2 Vydy j vdy yydy 


ent 


o , quo cafu pro- 


ri* -j-n’’) n' ■ y 
__ ‘^y^^ , hincque vel y = o , vel dy 

dit linea reda axi parallela ; veln =00, quo cafu prodit linea 
reda ad axem normalis: vel etiam /(jyjr + un J =MN = 
Conjl, quK aquatio dat Circulum ; atque integer femicirculus , ob 
y = o in cafu minimi , quafito fatisfaciet. Secunda folurio pro- 
dit ex divifore — + — ^ = o , feu '^d n 4 ^ 

y - 11 .yy . , - y 

+■ 
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J^zydy —O , qiix mulripllcata per , fit yyudn -^nnydy 
_(_.2vV;i=Oj cujus intcgralc cft u-y'^ y* — C, hlncque 

4 

n = iLj • qua: aequatio , quia non pendet ab pro 

y 

•quocunque valorc ipfius x fatisfiiclet. Erit autem introdiifta abf- 
cifla AP = #, ob « = n = , ifta xquatio — 

, unde dt ~ --2 ; -! !— , ex qua xquarione intcl- 

ligitur Elafticam reftangulam querfito fatisfacere^ Ita ut pro arca 
AN M inter normales A N & MN arcus curvx A M fit bre- 
viflimus. Hxc autem curva per data duo punda> fiquidem 
axis AP fit politione datus ^ deferibi poteft- 

SCHOLIOHIL 


13. Ex his Exemplis eximius ufus, quem habet noflra Me- 
thodus in Problematis etiam diverfi generis refol vendis, abun- 
de patet j inprimis autem ultimum Exemplum nonnullas nota- 
tu maxime dignas fuppeditat circumftantias , ex quibus natura 
folutionis Illuftrari poterit. Qiicniam enim duplex xquatio ob 
foftores duos nata eft, duplex quoque folutio prodiit; quarum prior 
lineam fatisfacientem abfolute determinat , ita ut ea per data duo 
punda duci nequeat : dat enim vel lineam redam , vel femicir- 
culum. Linea reda duplici modo quseftionem folvit, dum eft vel 
normalLfad axem AP, vel eidem parallela j & quemadmodum 
utraque fatisfaciat manifeftum eft : nam in ea , quse cft normalis 
ad axem , portio qux cum axe & normali datum fpatium com- 
prehendit perpetuo eft infinite parva, idcoque revera minima: 
altera reda axi parallela aliquanto latius patet , cum ea per da- 
tum pundiim duci poftit; & quia ipfa: applicata ad eam funt 
normales, ac fpatium abfciftlim fit ut ipfa abfeifla, ejus rcfpec- 
tu linea illa reda utique erit breviffima. Semicirculus deinde, 
qui ex prima folutione prodiit, ita abfolute fatisfacit, ut, pro- 
pofita fpatii abfeindendi quantitate , ipfe fcmiiclrculus determi- 
netur , 
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netur , ejus enim arca eflfe debet = a. Secunda autem folutio> 
qux curvam Elafticam reftangulam prxbuit , latius patet : nam 
per data duo quacunque punda ejufmodi curva traduci poteft, 
caque , inter omnes alias curvas per eadem pundla tranfeuntes , 
hac gaudebit prarogativa, ut fi, in omnibus curvis , per norma- 
les , arccC jequales abfeindantur , arcus Elafticaj futurus fit om- 
nium miriiinus. His igitur expofitis pergamus ad ufum Metho- 
di tradita oftendendum , in iis maximi minimive inveftigationi- 
bus j in quibus maximi minimive formula non eft talis expref- 
fio integralis fimplex fzdx, qualem formam ha<aenus perpetuo 
tradavimus > verum eft compofita ex duabus pluribufvc hujufmo- 
di formulis quomodocunque. Ac primo quidem , fi maxi- 
mum minimumvc efte debeat aggregatum duarum pluriumvc 
formularum integralium, puta fZdx fY dx — fXdx , 
operatio nulla difficultate laborat: quia enim formula maximi 
minimive eA ./'dx QZ~{-T — X')., hasc tanquam fimplex 
formula integralis tradari, ejufque valor differentialis aflignari 
poterif . Operatio autem eo redibit , ut pro fingulis formulis 
fzdx, fYdx & f Xdxy earum valores differentiales quccran- 
tur ; earumque loco, in formula fZdx+fYdx — fXdx 
fubftituantur ; & quod oritur nihilo aequale ponatur : ficqiie ha- 
bebitur aquatio qusfito fatisfaciens. 

i 

Propositio II. Problema. 


14. Invenire nqmtienem inter x & y , ut , poftto x = a , fiat 
hac exprefio fZdxxfYdx ) /jUtZ ejl produ^ium ex dunhus formu- 

lis integralibus fZdx^ f Y d x 5 maximum vel minimum^ 

% 

SOLUTIO, 


Ponamus iftam xquationem inter x Sc y jam efte inventam , 
foreque ex ea , pofito x 4 , valorem Formulae fZdx = J, 
Sc/Tdx = B i erunt hte quantitates A Sc B conftantes j at- 
que earum produdum maximurn vel minimurri. Jani po- 
natur apud valorem indefinitum x variabilem y augeri particula 
Euleri De Max. Min. T n y 


0 
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n»,exea iitraque quantitas A B incrementum accipiet, una- 
quaeque fcilicct augebitur valore diffcrcntiali ex pra-cccienribus 
definiendo. Sit igitur tiAl valor diftcrcniialis ipiius^^, qui ref- 
pondet formula: integrali fZdx^ pofito x iimilique mo- 

do fit dB valor differentialis ipfius B oriundus ex formulay^JV-v, 
polito X = a. Cum ergo, ex adjefla particula pk variabili 
y, abeat in A+ dA, & B in B + dBy produdum AB 
tmnfmutabitur in AB Ad B + Bd A d A dB-, quare 

cum ABc{(e debeat maximum vel minimum, oportebit clfe 
AB — AB + Ad B + BdA + dAdB. ideoque o = 
A d B + BdA, ob evanefeentem terminum dAdB prte reli- 
quis. Ex his itaque oritur fequens Problematis folutio ; 
ratur formula: fXdx valor differentialis qui fit dA, fitque A 
valor ^oxmnlx fZdx , quem obtinet polito x^=a. Deinde 
quaratur formulis valor differentialis , quifitt^B, ac B 
denotet valorem formula: /Tdx , quem recipit polito xrr^ai 
quibus factis habebitur ifta aquatio o == AdB + BdA ^ iq 
qua relatio fatisfaciens inter x >ky continebitur. Q^E. /. 

» 

C o R o L L. L 


s Quanquam in aequatione o= AdB 4- BdA infunt 

quantitates conflantes A &c B , tamen eae' non funt arbitraria:,' 
fed utraque per ipfam hanc aquationem definietur. Scilicet li 
ex hac aequatione eliciantur valores /^2 & fTdx, ponatur 

que X =/?, prodire debent illae quantitates A 8c B; unde ha: 
determinabuntur per <r, & per reliquas conflantes arbitrarias 
qua: per integrationem ingredientur. 

C o R O L L. II. 

15. S! Z & 3" fuerint funCtiones determinata: quantitatum 
x> y, p, <y , r, &c. tum valores dilferentiales d A Sc d B non 
pendebunt ab 4 ; interim tamen quantitas a ingreditur in cequa- 
tionem o = AdB BdA: ex quo curva inventa, tantum 
pro definito abfcilfa: x valore x :=a , qurefico fatisfiiciet. 

Co- 


c 
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COROLL. III» 

17. Ex jpquatione autem o = AdB + 5 particula 
n V omnino egredietur : nam quia uterque valor uificrentia is 
dASidB per n^ multiplicatus prodiit, iterum n, per dm- 

fionem exterminabitur : hocque modo cPquatio inter ^ 8 c y atque 

conflantes nalcetur, qua Problemati fatisfiet. 

S C H O L I 0 N I. 

18. Neminem hic forma aequationis o = AdB 4 - BdA In- 
ventee offendat , eo quod Ipeciem formuliE differentialis defini" 
t® prae fe ferat , neque hinc etiam quifquam concludat aquatio- 
nis o~AdB -h BdA integralem liuni pofle hanc, Cenjl. 
— AB. Jam enim fignificationes explicavimus , quas tribui- 
mus cum litteris A Sc B, tum etiam formis differentialibus dA 
& dB: ex quo intelligere licet, vulgarem notandi modum hic 
non locum habere. Ideo autem hunc notandi modum , etfi 
a confueto diflentientem , hic adhibere vifum efl , ut nexus aequa- 
tionis o = AdB Bd A cum formula maximi minimive 
/Zd X. fTdx meVms perfpiciatur. Cum enim maximum mi- 

' nimumve relpondere debeat valori x = h ; ponamus hoc cafu 
abireyZ^i^Ar in A d>c fTdx in Bi quo fado, maximum mini- 
mumve erit A B. Hinc autem Iponte nafeitur aequatio inventa 
o = AdB 4- BdA., fiquidem AB , litteris A Sx. B tan- 
quam variabilibus fpediatis , differentietur. Qiiod cum fuerit 
fhdum , in memoriam revocari oportet , pro differentialibus dA 
8 c d B accipiendos efle valores differentiales eos, qui conve- 
niunt formulis intcgralibus fZdx & fTdx. ex quibus ipfce 
quantitates A Sc B conflantes prodiere. Hunc nexum ideoan- 
notafle juvabit , quod Infra eundem ad quemcunque compofi- 
tionis modum, quo formula maximi minimive ex formulis In- 
tcgralibiis compofita fuerit, seque patere j fimilique modo ex ipfa 
maximi minimive expreflione per differentiationem aquationem 
qu2tfium obtineri offendemus. 


T 2 


Exem- 


2)£ V S V METHODI 
Exemplum I. 



ip. Invenire aquationem inter x ^ y» ut pojito x — ^ ■i Jiat 

ijfa eu f re Jio fydxxfxdy maximum, 

! 

Fizt fydx = A, ^fxdy =B, pofito x~4, & qiicT-- 
rantur formularum fy dx &cfxdyy fcu /'x dx , valores dif- 
ferentiales : ac formulx fydx valor diffcrcntlalis cft nv% dx. i ^ 

formulas autem f x d^j-^ fcu /’ x p dxy eft nv. dx d. x ^ 

^ dx. Erit ergo d A = h v. d x ^ dB = — n v. 
dx\ unde a?quatIo o = AdB + BdA abibit in hanc o = 
— A. nv. dx + B. nv. dx, feu A ^ B. Quasfito ergo 
omnes ccquationes inter x y asque fatisfaciunt , dummodo , ca* 
fux= a^^iwQutfydx =fxdy^, hoc eft area curvae 

Exemplum II. 

\ 

za. Invenire aquationem inter x & y ^ ut cafu 'g.'=^^tfat mi» 
nimum hac exprejjio fydxxfdx \/ ( i + pp)» 


Qt&L X = a , dtiX. fy d X = A , 8 c fdxi/ = B. 
Porro fumendis valoribus differentialibus erit dA=ny.dx. i. 


$cdB = n v,d X ( 


-i- d ^ ) 

dx * V ( 1 


m.d. 


A, ny.d 


v' (i+^p) 
P 


Hinc prodit fequens jequatio o 

+ B. ny,dx, feu B dx= A d. 

dat X + h = „ 

EV (t •hpp) -8 

tenet fydx zAfdxJ ( i +/'/) tum cum fit x=a. Sit bre- 


V ( I + P f ) 
5 ubi denotat rationem , quam 


•vitatis otatia 


A 




i/ (c c ) 


f, erit (^x + b') J ( 1+// ) — (pj Sc 

— ^ . Integrata ergo hac arqua- 

tione. 
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tlotie , refultabit y ==/ + ~~ ( ^ ^ 

r v _Vv + f .V 4- ^ — f* , unde patet curvam fatisfacien- 

tem eflc Circulum, radio c defcriptum, axe ubicunque accep- 
to. Huiufmodi vero Circuli non quivis arcus fatisfaciet, ve- 
rum is tantum qui per f radium Circuli mul^hcatus 
aream ; eft enim ^ = Ergo vel radius Grculic pro lubi- 

tu accipi poteft, ex eoque definietur ilia .abfciffe x magnitudo 
determinata ^ j vel fi ^ detur, ut ponimus , inde viciffim radius 
f determinabitur. Perfpicuum autem eft arcum Circuli , qui la- 
tisfacit , convexitate fua axem refpicere debere ; hoc enim ca- 
fu area fit minor > ideoque produ(ftum ex area in arcum num- 
mum. 

^ Exemplum III. 

21« Invenire curvam , in qua-^ pro data X =a^ minimum 

Jat hac exprejfio fy x d x x f x d x V ( i + P P )• 

Pofito a: = a^ fiat fy xdx = A , & fxdu V ( i + // ) 


d. 


jB. Erit autem d A 

xp 


ny. dx. X Sc d B 


nv* d X» 


d X 


y unde obtinebitur ifta aequatio Bxdx 

bb=- 


VC 1 

'A d. 5 qu? integrata dat x x + 

Olt C p X A TT' 

TT / , — : 3 ponto — — c. Hinc p — 

dy 


BV(i+pp) 
X X "q— h h 


, . idcoque pro curva habebitur hjtc arquatio , y = 


f 


(xx-4-bb) dx 
V ( ^eexx— (xx-f- b b)^ )" 


De qua notandum eft, fi fiat 


t = o-i tum prodire requationem pro Qxvcwlo y =J "- x dx — ^ 

y/ ~ xxy 

cujus radius fit z e. 


SCHO. 
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S C H 0 L I 0 N II. 


\ 


2 2. Eadem hxc Exempla omnia quoque rcfolvi poflunt per 
Methodum fupra jam traditam j quare cum utraque via eadem 
folutip obtineatur, juvabit folutionem per alteram viam uno 
Exemplo exhiberi. Sumamus igitur tertium Exemplum , in quo 
maximi minimive formula/) x x v^( i +//'). diffe- 

rentiando iterumque integrando per partes , reducitur ad hanc 
formam/) -v dx fxdx / ( i +/’/’ ) -h fxdx v/ ( i pp') 0xdx; 
cujps utrumque membrum in Cafu fecundo fupra §. 7. expofito 
corttinetur: Quaeratur itaque utriufque valor diiferentialis , eo- 
fum enim fumma , pofita = o , dabit xquationem pro curva 


.xjuxfita. Formula autem fyxdx fxdxsj ( i -\-pp ) cum Cafu 
fequrido collata , dabit n x dxy/ ( i -\-pp') & 2i-~yxn ; 
I unae„fit i ==;) AT 5 M==yn, N=xn., P=o, &c. De- 
inde erit \_Z~\ = x y (^i+pp')-, indeque [ M] = /(i +pp'), 

[ AT j = o , ■& [ P-] == ^ ^ —fy^dxy 

cujus valor , pofito x-=.ay quem generaliter pofuimus ff,' 
hic in 'folutione ‘Exempli eft ita ut fit V = A — fyxdx. 


'Quare hujus forniulx valor differentialis erit 

: — /j> X dx) ) _ 


nv. d X ( ^ n 


1 j xf( A 

r,7 ^0 

ax 


n 


V. d X (^xf xdxyj ( 1 +//) 


— d 

d.X V-C "P P P ) 


V( I +i>f ) 

d. ). Altera formu- 

d X V( I -f- w) 


- T.. - . , , . - /(l +pp) 

l^ fx ^ X / ( I +PP ) fy X dx y cum Cafu fecundo §. 7. colla- 
ta,' dat n = fyxdx & Z = xn / ( i-j-p p}, unde erit L 
= X s/( I -rpp), N ~Oy Sc P ~ 

< X TJ p , . 

y ( , +ppy nmcqiiefLdx = fxdx sj ( quare cum 

a fit valor ipfius fhdx y pofito x = erit H = B, V 
f X d X \/(^ i -^-pp ). Porro eft [ Z ] =7 x, hineque [A/j 
=73 [A/'3 ==a:, & Ex his prodit valor diffe- 

rentialis — d X fBx - — xfxdx / ( I ~P p p') — 7” X 

~ ct X 

d. 


. i 




1 
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^j^ xpfyxjlx . His igitur valoribus difFercntialibus ambobus 

additis, emerget hujus cxpreflionis compofita? jyxdxjxdx 

fxdx v/(i kwhii)\is fy X d X 

v' ( I +//> ), qute in Exemplo erat propofita , valor dif- 

ferentialis = nv. dx QBx — ^ 

X 1? 

pro curva a?quatIo erit ha’C Bxdx = Ad. nTTI +W) ’ 

eandem In folutione Exempli invenimus. Similis autem con- 
fenfns ingerere deprehendetur, fi quis exprelfionem/’^ x x 
fT d X eodem modo tradare voluerit. 

Propositio III. Problema. 

2J. Invenire xyuationem inter x y ejus conditionis , ut, pofito 
X =r a , fractio — - obtineat maximum minimumve valor em : 


<.1 X 


ei^ijlcntthus TL funclionibus quibufcimque ipfarum x ^ y ^ p 
r 5 c^f, Jive determinatis^ five indeterminatis^ 


S O L JJ T 1 O. 


Cafu quo fit X=a, CixfZdx =zA, atque /r^Ar:= Bt 
eritque - maximum vel minimum , fiquidem relatio inter 

X & y rede fuerit afiignata. Erit igitur fradio — jcqualis ei- 

dem huic fradioni cafu quo x =<<, fi alicubi una ap- 

plicata^ augeatur particula n v. Xum vero fiet fzdx ajqualis 
ipfi A una cum vaiore difFcrentiali formulcc fZdx^ qui fit 
= dA; fimilique modo/r^^ abibit in B audum vaiore dif- 
ferentiali formulse /Tdx, qui fit ~ ficque ex ad^eda 

particula nr ad applicatam _ji , cafu quo x = a^ tranfibit frac- 
f 7d X * , A d A 

no inhanc _ , ; qus .«qualis elTe debet fradioni 


fTdx 


B + dB 


A 


rjj DE VSTJ MET?! 'OBI 

— i unde nafcitur ifta a?quatio Bd A = Ad B •, qu<c prxbebk 
£ 

jcquationcm inter x 8 c y quxfitam. E. /. 

O O L L» b 

24. Ad hanc igitur ^arquationcm inter -v & ^ inveniendam , 
effici debet ut valores differcntialcs ipfarum fzdx & fTdx 
proportionales fiant ipfis harum formularum valoribus, quos^obti- 
nent polito x= a. 

. . C O R O L L. 1 1. 

25. Quanquam, in hac arquatione mvcMViBdA =^AdB^ 
du« inefle videantur conflantes incognita; A Sc B^ tamen am- 

bas in unam compingere licet. Polito enim -- = C, erit 

dA= CdB i inventaque squatione, ex valore a loco x fubf- 
tituto determinabitur valor ipfius C. ■ 

l 

S C H 0 L I 0 N. 


'26. Si hujus & pra'cedentis Problematis folutiones inter fe 
conferantur, ingens in iis deprehendetur confenfus. Nam li 
maximum minimumve elfe debeat fadum fLdxxfX dx , orta 


fZdx 


eft ifta jequatio o = AdB A- BdA i fin autem quotus 

debeat elfe vel maximus vel minimus, inventa eft ifta aequatio 
AdB — BdA; utroque autem cafu litterse A, B & 


o 


dA, dB eofdem retinent valores. Quare cum A 8 c B fint 
quantitates conflantes, ambie aequationes tantum ratione ligni 


conflantis differunt ; polito enim = C, priore cafu habe- 
tur dA = — CdB , pofteriore vero dA = + C d B. Ex 
quo pro utroque cafu etiam eadem fere prodibit dblutio ; quia 
totum difcrimen tantum ,in ligno quantitatis conftantis C litutii 
erit. Qiiod fi ergo aequatio inter x ‘fuerit inventa , quse 

conti- 
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contineat , pro at a , £zd(.\xm fzdxxfT d x maximum vel mi- 
nimum } eadem aequatio, levi adhibita mutatione , fimul conti- 

nebit quotum maximum vel minimum. Perlpicuum 

C 7 A 

autem eft, five 4 -^- debeat efle maximum vcl minimum , 

J T dx 

five ■ y- , utroque cafu eandem plane efTe prodituram aequa- 

J 7^ A X 

tionem. Hanc vero convenientiam ipfa rei natura poftulat : 

nam/ fi 7-7-5 — elt maximum, tum eo iplo ent^^;: — p- mini- 
. j ^ d X ^ £Z a X 

mum & viciffim ; unde utrique quaeftioni eandem folutionem 

fatisfacere necefle eft. Ceterum hunc quoque nexum obfervaf- 

fz d 

fe juvabit inter maximi minimive formulam , quae, po- 

^ ^ J J. df iX 

fito x-= a y abit in ~ ^ & inter «quationem inventam BdA 
— AdB =0; hsBc enim tequatio oritur ex differentiatione 


o ; iftiufmodi au- 


formulae , ponendo ejus differentiale = 

tem nexum perpetuo locum habere in fequente Propofitione de- 
nionftrabimus. 




ExEMPtUM I. 


® 7 * Ifyvcnift cuTV/tnt , cujus stycu coccdinsttis oYtho^oHdlibus dhj~ 
cifa ud arcum curva maximam teneat rationem , fi ahfcifia datus 
va/or a tribuatur » 


Poiira curvje quaefitjc abfeifla 
= fydxy & arcus = 


X, applicata 


fi ent area 
fd ArVCi-t-/»/»); pofito dj = f dx\ 


maximum ergo effe debet , cafu quo ponitur 

tt = a. Sit igitur , cafu x = a , valor tbrmulae fy dxy ieu area 
^=A, ^ fdx^i I +/>p ) feu arcus abreifla- refpondens — B. 
Deinde tbrmulff fydx valor difterentialis dA erit = ny. dx , 
Euleri de Mas. ^ fidin. • y i 
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1 5 & formulat fdx^ ( i ) fcu dB =: n¥, dx 


1 

d X 


d. 


) 


\l i T^+fP) 

bus in xqiutionc BdA 


»n, d. 


Quibus v4lori- 


V ( I ,) 

Ad B fubftitutis j prodibit pro cur- 


ia qua-fita fcqiiens a'quatIo : Bdx 


Ad. 


Ponatur 


S 


c , ita ut j pro abfcifla x 


v ( * + p py 

4 i arca curva? fiat 
aequalis produfto cx arcu in hanc conflantem r. Erit ergo 
dx = — f d. -r -; — r » & integrando x '= h — 


cp 


V( I +PP) * 

// f X > feu CP = (h — 
^ b — X di 

P = — 


f 


V(c^—(b 

( b x) dx 


o~/)* + 


dx 

*)*) ~f± 


^ ) v ( I' + />/ ) 

Erit ergo y = 
- — 


hin eque 


A?)* ) feu 


X I* = cfi unde conflat curvam quaefi» 


7/|f. 12. 


tam efle Circulum radio c deferiptum , ad redam quamcua- 
que tanquarfi axem relatum* Hujus autem Circuli ea tantumi 
portio quaefito fatisfacit, qu 2 e refpondet abfcilfe =<«, a quo; 
valorc pendet c, ita ut fumpta abfeifla = a, area tequalis fiat: 
produdoex arcu in radium Girculi multiplicato. Quod fi ergo> 
vkiffim radius c detur , tanta in axe ablcilfa abfeindi debet, ut: 
arcus per radium multiplicatus prabeat aream. Infinitis igitur 
modis quafito fatisfieri potefl j quaftio autem erit determinata^ 
fi duo prsfcribantur^ punda , per qua curva quafira fit tran- 
feunda. Sumamus igitur radium c tanquam cognitum , eo* ■ 
que deferibamus Circulum BMD centro C. Porro fumatur 
linea quacunque A P D pro axe , in eaque A pro origine abf- 
ciflarum. Hoc jam fado, quaflioni fatisfiet fi applicata P Mi 
tantum fpatium AB MP abfeindatur, ut id fit squale produc- 
to ex arcu B M in radium Circuli B C. Quia autem fedor 
B C M eft ~ { B M. B C , oportet aream A B M P, efle du- 
plo majorem ledore B CM. Apparet autem, furato pro lu- 

bitu. 


J 
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bku , cum axe , tum ejus initio , f*pe - numero conditionem 
prtefcriptam nequidem impleri polTe. Nam fi axis AD per 
centrum tranfcat , tum area A B M P perpetuo minor erit quam 
duplum feftoris BCMj nifi , arcuBM infinite parvo, pri- 
ma applicata B A fimul per centrum tranfcat : fin autem axis 
AD fupra centrum tranfiret, tum nullo modo conditioni in- 
ventje latisfieri poteft. Quare nccelle eft , ut axis A D infra 
centrum C ducatur, qua de re multte egregias obfervationes 
geometricse fieri poflent , fi ratio inftituti id permitteret. Ce- 
terum fi hasc Solutio cum Exemplo fecundo praced. Prop. §. 
20 comparetur ; apparebit eandem prorfus aquationem elTc 
inventam, five fydxxfdx^j debeat efle minimum. 


five' 


f y d X 


fdxy ( I + pp) 


maximum. 


Difcrimen tamen in hoc con- 


fiftit j quod radius Circuli c = — - altero cafu affirmative, alte- 


ro negative debeat accipi. Scilicet fi fjdx'Kfdx x-\-pp) 
debear elTe minimum , arcus B M convexitate - fua fpatiura 
A B M P s altero autem cafu , concavitate claudere debet. 


Exemplum II. 


2 8 . Intra datum angulum ACM, curvam A M conflruere Fig- 7. 
ita comparatam , ut arca ACM per arcum A M divifa fit om- 
nium maxima. 


Ponatur angulus A C M , feu arcus circuli B S radio C B 
= 1 defcriptus = x , qui in cafu propofito fiat = a , quo 

debet maximum. Ponatur porro C M , fit- 

que dy = pdx^ erit Mn == ydx , & area A CM = 
^fyydx: arcus autem AM reperitur =/’</xv/ 

unde hsc fradtio -y , — ^ feu ejus duplum 

2fdx V + PP) 


fyy d X — debebit efle maximum. Sit , cafu quo x==a 


fdx \l(yy+pp) 


a 


eft. 
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fi j dx Ay di fd x\f Qyy + pp) — Bi erit , fi .v-=rir, 
area ACM = ^Ay & arcus AM=B. Jam formulae 
fyidx = A\^\ox ditFerentialls dA cfl: = n v. d x. z y , & 
lormulJE fdx y/ (^y y p p) valor differentialis </J 5 eft = »r. 


dx ( 


d. 


). Quare cum 


yCy? +/’/>) dx"' 

generaliter invenerimus pro curva hanc aequationem BdA - 
A dBy erit divifione per n i> inftituta, 2 Bydx — — dJlAl. 


Ad. 


erit 2 Bydy = A ( 

I 

* V 

cft d. 'J(^yy+pp') = 


V Ojy + ti) 
Multiplicetur ea per/, ob pdx=-dy,. 

ydy 


y/ (.ly+pp ) 
ydy 


- /V ' r). At 

^ ^ +Pt) 

j & 

V ( j>- y +/> p) y/ Kyy +PP) 

— d. yj{yy+pp^ —TTnmhfJJ-y ««- 


V ) 

de fiet 2 By dy 

ohpd ^ 


V ^yy 

A { d.^J (v y + » » ) — 7 7 X ys 


AE; 


): 


+ dp 


d. p. 


P 


y/ {yf\"pp') 

A 


y/iyy+pp) ' ^iyy+pp') 

= d. .. Quare integrando habebitur, fi ^ 

yl^yy + pp) ^ ^ b 

ponatur , ifta aquatio yy + l>i> = c f (yy +//) ^ ^ ^ 


cyy 


y/(yy+pp) 

I 

hineque dx — 


fcu p 


yjiyyipp): 

yy/ (c^y* — Cyy + ^^)^) ^ . 

yy±bb dx *' 


(yy jf, bb) d y 


ex qua aequatio- 


^yy/(c^y* — (yp_^bt>/) 
ne facile deduci poteft, fi fit cc-^ ^hb quantitas pofitiva , 
conftrudionem per quadraturam Circuli abfolvi pofie; At idem' 
facilius patebit, fi loco dx, vel p, introducamus perpendicu- 
lum C P , ex C in tangentem M P demilTum. Quod fi au- 
j.em hoc perpendiculum C P ponatur = u , erit y : u =; 

dx^/ipy+ppy-. ydx, hineque 


y/ (yy+PP) 


u’, quamo- 
breirt 
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brem cum eflet yy + hb == yy ^bb = c u , quam 

conftat cffe aquationem ad iplum Circulum. Hoc ut oftcnda- Ffg. 
mus, fumatur Circulus quicunquc, centro O, radio OM =g 
defcriptus , pundumque C fumtum llt in C , ita ut Iit O C=B. 
Jam duda reda CM=7, & CP=^, perpendiculari in tan- 
gentem MP, erit CP parallela radio OM. Ex M ducatur 
diametro E F parallela M R , erit M R = C O = h C R 
O M=^, &PR = «- — g'. quia igitur eftMR^ — MP* -f- 


PR* 


CM* — CP*- 1 -PR*, erit ^*=:7 

- 2gu +gg : hincque yy -hgg — bb — 


2g/) i qute com- 
parata cum inventa yy+_bb = cuy Betg = ^e, & = 

itw hh ^=.'^cc~T^bb. Erit itaque curva quaefita 
Circulus , radio ~ c defcriptus , pundo C ubi libuerit ac- 
cepto. In tali Circulo qujrfito fatisfaciet arcus A M > fi fuerit 

— =z='a= radio OMj hoceft fi fuerit area ACM 

AM 2 A ^ 

= arc. A M. A O = duplici fedori A O M. Hoc autem 


fieri nequit, nilipundum C extra Circulum accipiatur j quo cafu' 
haec conditio infinitis modis adimpleri poteft 5 atque adeo elfi'- 
ci ut curva fatisfaciens per data duo punda tranfeat. 

Exemplum I r I.- 

i^. Invenire curvam AXy ad axem A C relatum , tn qua Fig. 
fro data abfcijfa AC = a, ftt 


fdxVCi -Fpp) 


mtmmum 


Si ponatur abfeifla indefinita A P = x applicata P M =7, 

& dy=:pdx\ exprimit ~ diftantiam centri gravita- 

tis curva? M AM , tanquam uniformiter gravis fpedats apunc- 
to-infimo Aj qiiar ergo diftantia, tranflato P in C , debet effe' 
'minima. Ad hoc inveniendum , pafitOAr=:i«, C\ifxdx\/{i-\-pp) 
= & fdx\j(j. -F//) == B : formulae autem; fxdx\/(^ i+ppy 

V 5 reperi- 
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rcpcritur valor diffcrcntialis dA =: — n^.d. 

mulacy 26 c\/(i-f-/>/>) valor dllferentialls dB = 
quibus in a’quationc B d A = 


xf 


VO +/?) 


, & for- 


ftv, d. 


Bd 


X P 


Ad. 


AdB fubftituris, prodibit 
^ , & podto = crit^. 


^ 'T7' . f . \ 5 unde integrando oritur f x = 

V(i+/'p) ^ V( I + tf) 

~b. iQ\x bs/Qi-\-pp') = (^c — x)pi hineque eli- 


V(^ +/'?) 

citur p = 

/ 


V((c 

b d X 


X 'f bb) 


^ . Erit ergo y 


^ ^ — jv y qua: cequatio indicat curvam quasfitam efle 

Catenariam , initio ablciUarum pro x in loco axis A C quocun- 
que accepto : quin etiam pro axe fumi poteft re( 5 ta quarcunque dia- 
metro Catenari $ AC parallela, in eaque punctum quodcunque 
pro axis initio. Quomodbcunque autem axis , ejufque initium 
conftituatur , quitftioni fatisflet ea tantum curva: portio , ubi fit 
fxdx v/( I -{-pp') = cfdx v^( I +/’/'). Ponamus pro axeip- 
fam diametrum AC, & verticem A pro initio abfeifiarum acci- 
pi. Quia in A, ubi eft x =: o , fit ^ ==/>== oo , neceflfe eft 

(X 

Ut fit cc — .hb=:o ^ ideoque Verum hoc -cafu fit 

c ^ oc 

y zc;:) ’ furfum direcla fit imaginaria , 

‘donec fiat x > zr. Sit ergo x 


PM=/ 


C dt 


— 2c -f / , erit t = abfcilTa: A P, 

V '' 2ct + tt f DAD erit catenaria or- 

dinaria. Quo autem appareat quanta ejus portio quseftioni fa- 
tisfaciat , notandum eft , ob dx=dt , p- ^ 


& V( I +/'/') 
r - 

( 2 ct 


c-^rt 


V. * 


- V(2c 7+77)’ hineque /^ xv/( i +/>/) = 
Vfic/ -j- r/ ). At ipfa exprelIio'^~Y/ * 7 ~ ^-\ 

^ Jdx\f{ 1 +pp) 

fit 
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fit — ZC+ ipfi <• aequalis fieri nullo mo- 

do potefi. Ex quo concluditur nullam curvae hujus portionem 
quirfito prae reliquis magis latisfacerc. Quamobrem initium abC- 
cillarum non fumi poteft in vertice A. Sumatur ergo in alio 
quocunque pundo , politaque A P = / , fieri debet 4- tt 
~ — ( ^ ^ ^ ^ > unde fit } vel f ^ — c , vel ^ 4' 

t = ( — X Prior «quatio x=if + f + / locum habere ne- 
quit; quia, ob dx — dt^ fieri non poteft 

f f, \ c » ''(^'^PP')^ r c ! 

( ^ + f + y- Ergo fiat ^ ^ ^ quo 

cafu ablciflW ab aliquo pundo axis AC fuperiori deorfum def- 

cendent : fidique deberet ' ^ feu c - — 1> 

Jdxi{l+pp) fdtV{i+pp) 

— f , quod pariter fieri nequit j ex quo concludendum eft , 
nullam portionem magis quam aliam quamvis fatisfacere. Hoc 
aurem inde venire viddur , quod Catenaria duas habet partes, 
conjugatas veluti Hyperbola conica, hineque femper fieripo- 

\ •\-pp') , , n . -- 

icii : — , = o j qy, valor minimus,. Hoc clarius. 

¥ 


J d X \/ { i -J- p p^ 

confirmari poteft ex valore invento^ 
unde fit \/( 1 -f- pp y= 
fito brevitatis gratia r 


X • 




X ) 


n 


in cafu quxfito efle'^ 


V' (( c X ) 

x) X rd X 


Kc 

o, quod cura cafu x - 


ac/ — /.*) 

(r — Af)r,, po- 
Oporteret ergo 
— X)* rdx 


c feu /(c/ 


X )rdx 

o evanefeere; debeat , alio infuper ca-- 
fu evanefeere deberet. . At eft /'(e — xY rdx ===. r 

^ V'((c sc)*. /,*)■, 

Jdl. ! g — xY — Y) • 

2 C + v' ( c*' — Y } 

— ^•^.qu* exprenfio, cum femel fuit == 0 , poft,. 
©b ^ <r — — X ) perpetuo affirmativum , continuo, crelcet neque de- - 

auo') 


X Xe^x) yJXi e^x) * — ^ ■ 
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nuo fieri potcft = o. Qiiamobrem ambos terminos integra- 
tionis Inter fc congruere oportet ; 

quod evenit fi fuerit x — c: quo cafu curva fatisfeciens abit In 
lineam rediam axi normalem, qua: utique centrum fuum gravi- 
tatis a fe minime habet remotum. 

EXEMPtUM IV. 


3 o. Invenire eurvam , i» qua , fro data ay/cijfa x — 3 , yJ/ hae 

^ fy X d X 

fd 7 /( T + 7 p ') 


maximum vel minimum. 


Pofito X = a , fiet fyx dx = A , ^ fd x \J(^ \ 

Jam formula: fyxdx valor differentialis e^dA=^v.dx.x = 
nv.xdx, & formulx fdx / (.t-\-pp) valor differentialis eft 

Qiiare cum fit Bd A=AdBt 


dB 


n V, d. 


'^( r + /'P)* 


habebitur ifta a:quatIo Bxdx 


d. 


\/( i+pp) 


y fcu xdx 


i^pZ y pofifo = B f *. Unde integrando obtine- 


v'( 


bitur XX 


7ffe>hmcque,= ^^ 

— xx) dx 


h c XX 


4’ “l"* = 


(hc 3C5c)*) 


■jr , qua: eft 


— (hc X X )^) 

aquatio generalis pro curva Elaftica : cujus ha:c proprietas , 
quod radius ofculi ubique abfeiffe x fit reciproce proportiona- 

lis : id quod patet ex a:quatione xdx==: — tcd. ^ 

dx 


P 


quae abit in — 
dx( I + ppy 


^ eftque 

d. 


I +PP) 

d X 


d p 


V ( I + pp ) 

radius ofculi in curva.^ Hujus autem curva: 


t^ta portio ab initio computando fatisfedt, in qua erit fyxdx 


m ^MSTIOlflSXfS. 'tSt 

=i= cc/ Jxs/Cl +//) = J_ ( x^) ’ 

terminatio eo revocatur , ut effici dcbeaty^.vv/(4c'^ ) 

titramque ponatur x == a. Hoc itaque modo conflans ilii ^ 
per .4 determinabitur. 

Propositio IV. Problema. 

31. t»ve»ire xquAtionem inter hinas variabiles % y ita com- 
paratam , ut, fofit a .variabili x=a, maximum minimumve fiat 
jxprejlo W , qua fit fundito quacunque formularum integr alium , 
fiZ a X , fY dx , f X d X , dtc, in quibus denotent Z , Y , X &c. 
funBiones quafcunque ijfarum x,y,p, q, &c.fivei determinatas , 
five indeterminatas. 

SOLUTIO. 

Ponamus idoneam jequationem inter x St y jam efle inven* 
tam, pofitoque X = 4 , fieri fhdx =z A-, /Tdx fXdx 

= C .&c. hisque valoribusin expreifione fubftitutis , habe- 

bitur revera maximum vel minimum. Quod fi igitur altera va- 
riabilis y in uno loco particula n v augeri ponatur , atque nafeen- 
tes hinc mutationes in fingulis formulis fZdx, fTdx^ fXdx 
- &c. introducantur , idem pro W valor prodire debet. Ac ab 
illa particula nr formuLr/Zd^x, /T dx, Sc fXdx &c. qusque 
fuis valoribus differcntialibus augebuntur. Si ergo ponatur for- 
mula; fzdx valor diffcrentialis focmulie fT dx^=edBy 

(orxm\xfXdx~dC, &c. loco quantitatum , B, C, &c. 
orientur a particula n ifias auftx A->r dA, B + dB. C+ dC 
Scc. qux in PV fubrtirut® eundem valorera producere debent , 
quem ipf^ A, B, C, &c. Ponamus, A + dJ, B + dB, C+ 
dC Sc. loco fZd X , fYdx, fXd X Scc. filbfliiutis prodire 
+ dlVi erkque bV+dfV=^lV, ideoqujc dlV=o. Hic 

autem valor dbV , ut ex differentiationis natura liquet, inveni- 

Eulcri i?e M^.y, ^ X tur. 


/ 
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tnr, fi quantitas PV, poftquam in Illa, loco formularum integra- 
lium, littcrx A, B,C 8cc. funt fubftitutx, diffcrcntictur, his iplis 
litteris A, B, C, &c. tonquam variabilibus tradatis; in hoc- 
que diffcrcntialij , </jB, dC dee. valores differcntialcs formu- 
larum relpondcntium fzdx , fT dx , fXd x &c. defignent. Hac 
igitur fignificationc fumptum differentialc quantitatis propofita: 
tV, fi id nihilo jcquale ponatur , dabit aequationem inter x & 
% quaefitam. E. L 

e o R o L L. r. 

32. Si ergo propofita fuerit ejufmodi expreflio JV fundio for- 
mularum integralium fzdx , /Tdx, fXdx Scc. qu® , pro de?- 
terminato ipfius at valore = 4, debeat elfe maximum vel mi- 
nimum : tum loco formularum /Z dx , fT dx , fXdx Scc. feri- 
bantur litterae yi , B , C, &c. quo fado , expreffio fV diffe- 
rentietur his litteris A, B, C, &c. folis tanquam variabilibus trac- 
tatis , atque differentialc ponatur =0, 

C o R o L L. II, 

33.. In hoc diffcrentiali , ih quo inerunt litterae A, B , C,’- 
&c. cum fuis differentialibus dA,dB, dC Scc. littera A, B, C 
Scc. denotabunt relpedive valores formularum fzdx, fTdx 
fXdx Scc. quos induunt polito x—a; at differentialia dA „ 
dB, dC, Scc. exprimunt valores differentiales earundeni. for- 
mularum integralium abfcilfa x = 4 relpondentcs,- 

C o R o L E. IIT.. 

34. Ex praecedentibus autem apparet, fi 2, T. X'8cc. fuerinr 
fondiones determinatae quantitatum x, y, p, Scc. tum va- 
iores differentiales d A , d B , dC , &c. non a valore a pendere r 
contra vero fi Z, T , X Scc. fuerint fundiones indefinitae , tum', 
valores differentiales dA,. dB, dC Scc, fimul a valore x pende- 
te^ debere. ^ 

e ov 


V 
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C O R 0 L L. IV. 

3J. Cum Igitur hoc modo fiat fundio litterarum J, B,C, 
&c. ejus difFerentiale hujufmodi habebit formam FdA+GdB 
+ H<dC+ &c. hiiicque xquatio quaefita erit o = FdA + GdB 
4 - HdC-\- &c. ubi F, G, H &c erunt quantitates conflan- 
tes , per A, B, ,C «Scc. determinatx. 

C o R O L L. V. 

I 

Aquatio ergo Problemati fatisfaciens , conflabit ex valo- 
ribus differentialibus fingularum formularum integralium in ma- 
ximi minimive expreflione W contentarum, fingulis per conf- 
tantes quantitates determinatas multiplicatis : horum fcilicet pro- 
dudorum aggregatum nihilo «quale pofirum dabit «quationein 
idefideratam. 

/ 

$ C H O L I 0 N L 

37. Potuiflemus hanc Problema propofftum refol vendi me- 
thodum , ex folutionibus binorum 'Problematum prscedentiura, 
per indudionem , jam concludere : quippe ex quibus jam pate- 
bat, fi fuerit maximi minimive formula Ip’, vel produdum ex dua-. 
bus formulis integralibus , vel quotus ex divifione unius per alte- 
ram^ ortus', tum differentiale exprelfionis IV modo expofifo 
fumtum prabere «quationem Problemati convenientem- PrteC-, 
titit autem hoc Problema , ob fummam ejus extenfionem , An- 
gulari folutione munire. In hoc enim Problemate continentur 
omnes omnino Quaeftiones , quae tnhoc genere , quo expreflio 
quspiam maxima minimave defideratur , unquam proponi atque 
excogitari polfunt : idcoque per iftam Propofitionem penitus 
exhaufta eft methodus maximorum ac minimorum abfoluta , 
quam primo pertradandam fufeepimus. Pratterea hic notandum 
cft , fi expreflio fV non tantum formulas integrales , uti pofui- 

X 2 mus. 


,^4 HEVSVMETHODt 

mus,, complcdatur ; verum etiam fun(i^iones determinatas ipfa- 
rum X, ¥,/. f , &c. tum folutionem nihilo difficiliorem reddi. 
Nam pari modo, loco harum fun^ionum determinatarum, quanti- 
tates conflantes poni debent , in quas 1'cilicet abeunt pofito. 
x = di at poflmodum, in differentiatidne ipfius W, has quan- 
titates etiam tanqiiam conflantes tradari oportet j eo quod func- 
tiones determihataf nullos valores differcntialcs recipiunt. Quo 
autem clarius appareat , quomodo ifliufmodi expreffiones trac- 
tari conveniat ; in fequentibus £xemplis nonnulla occurrent , 
eu» hoc argumentum penitus illuflrabunt. 

ExEMPtUM I. 


2 8- liintnire curvam coordinatis orthogonalibus contentam , in 

qua fit maximum vel minimum ifl-a exprejfio- (i. -p-pp) fydx 
y fdx ve t + pp) 5 fi ponatur ahfiijfia x= a- 


Ponamus ajquatlonem ihter x & j qu»{ito fatisfiiclentem jana 
effe inventam, atque pofito x= a fieri y =/ & V ( i +•/’/» ) 
r==g.i itemque fy dx=A\ & f dx\/ (i +pp) =Bicntdy4.=z 

ns>.dx,ScdB= — m.d.-p—^ Expreffio igitur, qu» ma- 

V'v.1 . 

xima erit vel minima, hoc cafu efl^,^'-}- /5, cujus differentiale 
eik g d A f d B i quod pofitum = o, dabit aquationem de- 
fideratam pro curva. Hic fcilicet intclligitur litteras y def, quas- 
ex fiinftionibus determinatis funt orta? , in differentiatione tan- 
quam quantitates conflantes efle tradlatas. Subflitutis jam pro- 
dA & <^5 vaIoribus debitis , divifioneque per n-v- fada , orie- 


tur ifta' aequatio pro curva quaefita gdx ■=z=.f di. 
Ponatur = c, itaut fit — r — ^ ^ = c, 

g ’ - V- i I +pp). 


P 

V ( I + pp) - 
cafu quo efV 



erit integrando ^ = 


cp 


V iM-irppy 


atque p = 
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/( ' " =-^5 = ^ ± \/ (f* 

y'(cc— (x + i) ) dx 

(x-h^y). Curva igitur falisfaciens eft Circulus , radio c def- 
criptus, abfciffis fuper reda quacunque alfuiTiptis , paritcrque 
abicilTarum initio ubicumque ftatuto. ^jantitas autem c , qua? 
radium Circuli conftituit , ex definita ablcifla x =-~ ' 


turj quia efle debet 


/I. determina- 
^ = e , cafu quo x = a. Fit 

’ V ’ 

autem hoc cafu y = ^ — (^a+hy ), & V (1+//’)' 

xrs : unde oritur e c = h \/ (cc — ( 4 + hyy 


\i (cc 

+ ( ce 


-(a + by)- 

— ( 4 -i- ^ j * ) , .per quarn , vel f per 4, vel vici/Iim'. 
4 per c determinari poteft. Ponamus elTe h = o , b = — c , 
ita ut axis fit Circuli diamerer , initiumque abfciHarum in verti- 
ce conftituarur ; erit 7= ( 2 cx — xx ) , atque fiet (a — c^* 

= o 5 feu <• = 4. Ex quo intelligitur , hoc cafu quadrantem' 
Circuli qu^fito fatisfacere. Sin autem initium.abfcilTarum in lo- 
co diametri quocunque capiatur, fiet tantum h= o , & fi ap- 
plicatae pofitivs fumantur fiet (4 + ^)* = Ojleu, b = — a.. 
Diameter Circuli ergo manet indeterminatus: portioque Cir- 
culi hoc modo fumti quftftioni fatisfaciet , quae abfeiffie a fU3’- 
origine ad centrum Grculi ufque produdae refpondet.. 

E K. E M P' E. U' I L. 

^ 0 - 

3 p. Ifivemre Aquationem inter x & y , ur pro valore defhito s. 

==a a-, hxtexprejfio y ^^^^^^ ’^^'^^ fydx Jat maximum- vel- mini- 
mum, 

Pofito jf=r4, fiaty— Z', fdx ZY 1+/’/’) = & fydxr 


B j erit d A 


n v. di 


't' C J +p.p)- 


& d-B^ 


n V 


. d-xi 
A 


Maximum ergo mihimumve efle oportet hanc quantitatem/^ B , 

cujus differentiale BaAlf -{- d B; quod pofitum — o' 

azhit B dAiy==z — dB. Pro «'quatione quaefita igitur ha- 

X 3' betur' 
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t66 


betur Blf d. 


( I + TT) 


dx^8c integrando X -i- = 

*=» ^ y/ii+pp) 


e V 

V ( I +PP ) 


pofito Blf = e. Habetur ergo » = 


jgitiir/= h + ^J e’’ — (^4-//j*), pofito X = rf, atque 
B=fy d X = h a +/" dx 7 ( <r* — ( -^-h x )^ ) , pofito pofl 
integrationem x = <*, Fado igitur B // = e , innotefcct va- 
lor <tj cui fi X xqualis capiatur in Circulo radii e, portio abfein- 
detur Problemati fatislaciens. Cjeterum ex his & Coroll. j 
colligere licet , quoties formula maximi miriimive fuerit fundlio 
qusBCunque binarum harum formularum f y dx 8 l f d x y/(^i +^f>\ 
.curvam fatislacientem perpetuo elfe Circulum : tantum ex folu- 
:tione quantitas portionis fatisfacientis debet diligenter invefti- 
;gari ac determinari. 


£ X £ M F r u M ril. 


40. laveftire xquationem inter yi&y^ut ^ pofito -x = a, maximum 
piinimumve fatajla exprejpo.e + pp) pgUfdxVCi + pp) ^ ^ 

Ponamus , cafu propofito quo x=a, fieri nfdx 7(1+^^) 
■=:zA, atque/V ^ maximum mi- 

mimumve fit ha;c quantitas e ^ B , cujus dilfercntiale eft 

t dB — e — BdA\ quod pofitum = o dabit aqua- 
tionem hanc dB~ BdA. At eft d A valor differentialis for- 
mulae nfdx\/ +/>/), unde erit dA=— n v. d. ; 

, atque d B eft valor differentialis formute fe ^ dx , 

.quK continetur in Cafu fecundo §. 7, ubieft.Z=<-”-^^*^^*+^^^ 
■^ ^^fdx /( r +//>), ita ut fit & dT, 

5~e p.d^i :^nde erit = & reliquse littera: 3/^ 3^, 
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F, &c. fient — o. Porro, ob n=/dx\/ (i+pp), ent[z} 
=*V( Sc dlZ2— cxquoerit[M] 

— o>C^] = c>, & [P] — Jam c£ifLdx 


r X ^ ( I •i-pp') j . , f, 

= »j e ' I rr / cujuS' valor , poliro x = 4 

erit = »Si hincque F= « {£ —/e V^Ci 

Per Regulam ergo datam det d £ = n y. dx( — ) 

Vil+JT) ~ 

, ob d B = B d A. Integrando itaque erit- 


d. 


— n y. d, 

n Bp 


\/ (I +pp) 

npiB- 


^ nfd x v/ ( I +PP ) 
f s a X ) 


H B p 


V ( I -+-//') V( I ~\-pp) 

hincque ^ -^PP) = l/( I 






qua i 


Kquatione, quia valor determinatus rf^ exceffit , peripicuum eftr 
aequationem inventam pro quovis ipfius x valore seque valerc.- 
Ut autem' hanc aequationem evolvamus , erit , differcntialibus; 

bdp‘- nfdx \/ (i>^pp) 

~ g, ■> ^ quae, per' 


fumtis, 


P W ( 1 + pp) 


V C^ +ppy multiplicata atque integrata', dat ^ + r = 

nfdx^Xi-^pp) ^ 

c , qm exponentialis quantitatis valor in illa-i 


aequatione fubfiitutus, dabit 

h dp 


n h dx^ 

7 


-f- c d X 


h d p 

p^\'{\+ppy' 


feu dx — ^ 5^ Commodior autem xqu.v 

tio oritur , fi ponatur fdx\/ ( i ) = j-, critque s' arcus; 
curvjB , fi fuerint x di. y coordinatat normales. Quare habebi-- 

tur ifta aequatio + c / = ^ , quae per d-x multiplica,- 

ta, ob dy ===Z‘^-^j fianc nbdx -^ ^dy = e dp. 


I 


1^8 
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Cum autem , poiko , .v = o , arcus s evancfccre debeit , ne- 

n b 

ceiTc eft ut Ut hoc cafu h e = o j hinc itaque vel dato 

curvx initio conftans e determinabitur, vel vicilfim ex e pofitio 
primx tangentis innoiefcet. Caterum li hanc quaftionem atten- 
tius contemplemur, deprehendemus eam jam contineri in Exem- 
plo quodam Capitis praced. §. 45. Cum enim noftra expref- 

rr j !- r — nfdx\/ 

fio , qua maximum minimumve ellc debeat , lit t 

ponatur ea = W, erit ^ IV 

— j' e y/ (1 +pf) atque differentiando fiet dJV 

+ nlVdx\/(^i-\-pp) = dx. Maximi igitur minimive ex- 
preflio W datur per a?quationem differentialera , quae in Cafu 
quarto §. 7 continetur: atque methodo convenienti traftata 
ad eandem perducit tequationem , quam hic invenimus. Qua:l- 
tionem autem illam in fe compledentem fupra in Cap. prsc. 
§. 4j tradavimus , in quo hunc ipfum cafum adjundum Ipec- 
tare licet. Comparatione autem inftituta , furamus perfpicie- 
tur confenfus folutionum variarum ejufdem Problematis j quas 
quidem tentari queant, 

a 

4 

ExemplumIV. 

4 1 . Invenire curv4m in qua, pro data 4bcijfa = ^^f4t ijld exprejft4 

fd X fin. y. v/( I + PP ) / 

jn T-- r — ^ 77 — , - ■ X maximum vel mimmum. 

idx coi. y. VC i +pp) 


i: % 


Pofito ,v == 4, fiat fdx ( I -4- pp") “ ” fin. A ^ & 

fdx ( I +//> )* cof. A j = B ; erit , per valores differentialcs, 

dB . +„ ' C„. 3. 

Cum igitur debeat clTe maximum vel minimum , erit BdA 
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A dB\ pofito ergo 

, hy 

* V(* +pp) 


i: 2 


B 


=zr», fiet ( !+//-)' dxcof.Aj 
y fin. Ay — md. - 


■Multiplicetur per />, erit £oh d.(i+p^') fin. Ay = 
dyii+Ppy'-"co£.Ay+^J^^^y Scd-ci+ppy-^cof. 

Ay = —>dy( i +PP )*■ " fin A.y + Ci+//)*' * 

fin. A;— (I +//')'■* cof. Ay 

md. ■ qujE integrata & redu^a probet 

\/(.i+pp) ^ \(^+PP) 

= ^ , five ^ v^Ci +//) — fin. Ay — m cof. Ay ; 

^ \/(.^+PP) < . , r 

ubi notandum eft fieri debere, fi x =z= a ponatur , m = 

1*2 r* 

rdx(j^pp) fin. Ay c*^ fi^- a r* 

Sit = — = tang. A ;!? ; het 

fdx(^l pf) co\, hy 

C I ’ atque ~n+ A fin.^C !+?/>)" 

cof. A». Qtiia vero eft dy=pdx , erit dx = At eft dy=x 

^ P 

V(i +/’?)(! — cc — 


quibus conficitur x == y" 


=/ 


Cp dp 


erit 


V ( I +pp)(. I 

-y^ c dp 
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arcus curva: dicatur s ; habebitur ifta concinna a’quatio dx fin. A/ 
== • Conftru<ftio vero ex anterioribus formulis Ipon- 

te confequitur, . 
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SCHOLIOH II, 


42. His igitur Capitibus penitus abfolvimus eam Methodi 
maximorum ac minimorum ad lineas curvas inveniendas ac- 
commodatx partem , quam abfolutam vocavimus : in qua fem- 
per linea curva requiri folct , qux habeat , pro dato quodam 
abfciflx feu alterius variabilis .v valore > cxprcHioncm quamcun- 
que indeterminatam, maximum minimumve. Nam ifta expref- 
fio , qux maximum minimumve cfle debet, vel erit una qux- 
dam formula integralis formx fZdx^ ita ut Z fit funftio quat-- 
cunque ipfarum -v, 7, &c. live definita five indefinita; 

pro quibus cafibus Methodum tradidimus in Capitibus prxee- 
dentibus : Vel maximi minimive exprelfio illa continebit in fc 
plures ejufmodi formulas integrales, ita ut fit duarum pluriumve- 
formularum integralium funftio quxeunque; pro hocque cafu Me- 
thodus idonea in ifto Capite eft expolita , atque Exemplis il- 
luftrata. Univerfa autem Methodus , quam hic dedimus , ni- 
titur inventione valorum differentialium , qui lingulis formulis 
integralibus qux vel iplie maximum minimumve elle debeant, , 
vel in maximi minimive exprelfione contineantur , atque ideo to- 
ta folvendi Methodus reducitur ad Cafus illos , quos §. 7 hu- 
jus Capitis conjundim reprxfentavimus. Qui igitur illos cafus ■ 
in memoria tenet , vel in promtu habet , is ad omnia hujus . 
generis Problemata expedite refolvenda erit paratus. Neque: 
vero folum Cafus ibi enumerati Methodum maximorum ac mi- ■ 
nimorum abfolutam conftituunt; verum etiam Methodum alte- 
ram relativam , quam in fequentibus aggrediemur , abfolvent ; : 
-ex quo illorum Cafuum fummus ufus in utraque Methodo abun- - 
de perfpicietur. Hanc autem tradationem duobus Capitibus • 
abfolvemus , in quorum priori omnibus curvis , ex quibus qux-- 
fita debet erui, unam quandam proprietatem . communem , . iit 3 
pofteriori vero plures tribuemus. . 
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CAPUT V. 


.A'Iethodus y inter omnes curvas eadem proprietate 
praditas , inveniendi eam > aua maximi minimive 
. proprietate gaudeat. 


Definitio. 


I . Roprietas communis eft Formula Integralis , feu expref- 
A iio indefinita , qux In omnes curvas ex quibus qu^fi- 
tam determinari oportet , «qualiter competit. 

SCHOLION I. ^ 

i. Hadenus Methodum maximorum ac minimorum tradi- 
3imus abfolutam , in qua perpetuo , inter omnes omnino curvas 
eidem abfeiffa; refpondentes , una requiri folebat, qu« maximi 
minimive cujuspiam proprietate gauderet. Nunc autem pro- 
gredimur ad Methodum relativam , in qua unam lineam maximi 
minimive proprietate pr«ditam determinare docebimus, non ex 
omnibus omnino lineis eidem ablciffie refpondentlbus, verum 
ex illis , innumerabilibus quidem , lineis curvis tantum , quibus 
una qu«dam proprietas propofita plurefve fint communes. Ac pri- 
mo quidem , in hoc Capite , Innumerabiles curvas eidem abfciA 
fs refpondentes contemplabimur, qu« unam quandam proprie- 
tatem habeant communem j ex hisque unam lineam inveftiga- 
bimus, in qua expreffio quacunque indefinita maximum mini- 
mumve obtineat valorem. Hoc in genere inprimis celebre eft 
Vroblema IJbperimetricum ■, initio hujus fscull publice propofitum , 
in quo , inter omnes curvas ejufdem longitudinis qu« quidem 
eidem abfciffe refpondeant , eam definiri oportebat , qu« conti- 
neret maximi minimive cujuspiam proprietatem. Poftmodum 
autem h«c Qiisftio in latiori fenfM eft accepta , ut ifta deer- 

Y z mina^ 
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minatio non folum inter omnes curvas ejufdem longitudinis fie- 
ret, verum etiam inter omnes curvas alia quacunque proprietate 
communi prxditas ; quam ipfam qua^fHonem in hoc Capite per- 
tractare furcepimirB. Cum igitur curva Iit eligenda, non ex omni.>us 
omnino curvis eidem abfcilliu rcfpondcntibus , \ erum ex iis , in 
fHcrabilibus duntaxat , in quas proprietas quar^ iam propoiita 
aequaliter competat ; hanc ipfiun proprietarem ante omnia con- 
fiderari oportet > quam hic nomine proprietatis communis indi- 
camus. Hac igitur proprietas communis, veluti aqualitas lon- 
gitudinis curvarum, omnia punda media afficere debet, & hanc 
ob rem erit flindio indefinita , qua , non ex unici curva? clcmen-» 
ti , verum ex totius curv^ politione determinetur. Q^uam 
ob rem iftiu/modi proprietas communis erit, vel fonrula intcgralis 
indefinita fimplex, vel expreflio plurcs cjufmodi formulas inre- 
grales compledens. Omnino igitur pari modo erit comparata, 
quo ipfa maximi minimive formula, feu expreffio. Eadem igi- 
tur varietates atque diviliones, quas ante circa maximi mi'r'mi- 
ve expreifionem fecimus & tiadavlmus., seque ad proprietatem: 
communem pertinebunt.- 

e O R O L L. l. 

3. SMgifor proprietas communis fuerit propofita, qu^ fit By 
tum omnes curvat' funt confidcrandse , qua* pro eadem data abt* 
cifia eundem valorem ipfius continent j atque ex his ea de^t 
bet definiri 5^ quue habear maximum vel minimum./ 

C O R O t L. I L. 

4. Ih‘ Problematis ergo huc pertinentibus duas res datas efle 
oportet 5 proprietatem communem JB, ac maximi minimive ex- 
preflionem A, Qliibus datis , inter omnes curvas pro data 
abfciflfa eundem valorem B continentes , ea definiri debebit 

pro eadeiTir abfeifla valoren? ipfius A habeat maximum 
minimum.. 
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COROLL. III. 

Dantur autem non folum infinitjt curva;,, qus pro data 
abfciira eandem proprietatem communem habeant, fed etiam' 
dantur infinitis modis. Alfumta enim curva quacunque pro 
iubitu , ea determinatum habebit valorem proprietatis commu-- 
nis propofitse ; pra;ter eim aurem dabuntur innumerabiles ali.'E 
eundem valorem proprietatis communis pro eadem abfciiTa con- 
tinentes. 


C O R O L L. IV. 

6 . Propofita igitur expreffione quacunque indefinita', innui 
metabilia infinitarum curvarum dabantur genera ; quorum quod^ 
libet genus infinitas in fe complectitur curvas , qute pro eadem; 
data, abfcilla eundem illius exprelfionis valorem contineant. 

I 

C o R O L L . Vi 

7. Cum igitur infinita dentur genera , quorum fihgula ihnui- 
merabiles linc.as curvas comprehendant, in quas. propofita. pro’ 
propriernte communi exprelllo .xqualiter competat.; in uno quoque* 
genere dabitur una curva , qua?, pro reliquis ejufdem' generis; 

curvis alteram exprelllonem in maximo minimove gradu conr' 
tiheat. 


G o R O L L. Vli 

8. Quoniam ergo , ex quolibet genere, una’ curva' maximii 
minimive proprietate prtcdlra invenitur;- omnino- ejubmodi cur-^- 
vs {aristacitntcs- infinita? invenientur, quarum' qusvis ita' erit' 
comparata-, ut inter omnes alias eadem proprietate communii 
gaudentes-,, maximi- miriimive proprietate fit; pratdita.- 


/ 
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p. Hxc omnia mngis illuftrabuntur, fi proprietatem comftiu-' 
nem , de qua hactenus in genere fumus locuti , definiamus. Sit 
icitur proprietas communis , formula longitudinem arcus curv« 
exprimens , maximi minimive expreflio aurem fit / Zdx -, ita ut, 
inter omnes curvas qua’ habeant arcus eidem ablcifia; rclponden- 
tes inter fe aquales , ea debeat determinari , in qua pro ea- 
dem abfciifa fiat fZdx maximum vel minimum. Manifeftuna 
autem eft , non folum infinitas lineas curvas dari pro eadem 
abfciifa longitudine sequales , verum hoc etiam infinitis modis 
fieri polTe. Sit enim abfciifa communis =-<, fumaturque qux- 
cunque longitudo $ major quam a , infinita? exhiberi poterunt 
lineae , tum redae tum curvar , quarum lingularum longitudo fit 
— cj atque inter has definiri poterit una , in qua fit fZdx 
maximum vel minimum. Loco c autem infinitae accipi polfunt 
quantitates ; eo quod alia non adeft conditio , nifi ut fit c > /f j 
atque quilibet valor pro c alfumtus dabit unam curvam maxi- . 
mi minimive proprietate prarditam. Qiiamobrem. pro infinitis 
iplius f valoribus , infinitae reperientur lineie curvs qiiaeftioni fa- 
tisfacientes. Neque tamen idcirco QuttHIo pro indetermina- 
ta eft habenda : nam folutio ipfa , infinitas curvas farisfacientes 
prsebens , ita eft interpretanda, ut unaquarque harum curva- 
rum inv^entarum inter omnes alias teque longas poflideat valo- 
rem formulte fZdx in maximo minimove gradu. Perfpicuum 
autem eft , quod hic de aequalibus arcubus curvarum oftendi- 
mus , idem de alia quacunque formula feu exprelfione indeter- 
minata valere debere. Ita fi , inter omnes curvas qux , pro data 
abfciifa x := a , valorem formulse /Tdx eundem continent, 
ea requiranir in qua (\tfZdx maximum vel minimum j tum 
infinirte quidem reperientur lineae fiuisfacientes ; verum hs inter 
le ira diferepabunt , ut quctlibet , inter omnes alias polfibiles 
lineas curvas fecum valorem formul® fT d x communem haben- 
tes, contineat formulrc/Zdi.y valorem maximum vel minimum. 


Pro- 
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Propositio I. Theorema. 


17; 


10. Q»a curva inter omnes omnino curvas eidem ahfciffA ref- 
fondentes , maximi minimive cujnjf/iam propoftti proprietate gau- 
det ‘1 eadem curva fimul^ inter omnes curvas communi quacunque 
tum ipfa proprietate pruditas , eadem maximi minimive proprietate 
gaudebit. 


DEMONSTI^A T 1 Oi 


Sit maximi minimive expreffio —A^ proprietas autem com» 
munis =B; eritque tam quam jB, vel formula integralis' 
indefinita , vel expreflio ex hujufmodi pluribus formulis compo- 
fita. Ponamus jam curvam elfe inventam, qua?, inter omnes 
omnino curvas eidem abfcilfje refpondentes , exprefllonem A 
contineat maximam vel minimam j - ea curva certum quemdam 
cxprefllonis 5 continebit valorem j prjeter eam autem dabun-- 
tur innumerabiles aliic , in quas idem expreflionis JB valor com- 
petet; harque innumerabiles curvs omnes jami continentur ili ' 
illis omnibus omnino curvis, ex quibus ea, in qua ex-' 
preffio A eft maximum minimum ve , eft inventa. ■ Gura igi-- 
tur harc curva,- inter omnes omnino curvas, propofita maximi' 
minimive proprietate gaudeat ; eadem quoque, inter illas infi-- 
nitas curvas fecum expreilloncm B communem habentes', valo- - 
rem expreflionis maximum minimumve poflidebit. - Q^.E. D.'- 


G o R o L L. Iv 

11; Methodus igitur ab foluta' etiam Problematis Methodi 
relativae refolvendis inlervit : dum unam femper curvam fatis- 
fiicientem exhibet, - Verum tamen folutionem completam non 
latgitur- ■ 


C o R o L l; II; 


12. Curva ergo, quas, inter omnes, exprefllonemv^ habet" 

maxi-- 


ng . , 
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maximam vel minimam, erit una ex infinitis illis curvis, qua- 
rum lingula.' , inter omnes alias Iccuin communi propricrate B 
gaudentes , eandem expreinonem A maximam habent minimam- 
ve. 

e o R o L L. III. 

13. Solutio Igitur Problematis, quo, inter omnes curvas ea- 
dem communi proprietate B pra:ditas, ea qja:ritur in qua fit 
A maximum vel minimum, latius patebit, quam fi abfolure , 
inter omnes curvas , ea quateretur in qua cfl A maximum vel 
minimum ; iliaque ' folutio hanc tanquam callxm fpecialem ia 
fe comprehendet. 

Propositio II. Problema. 

14. Methodum refolvendi Problemata y in quibus y inter omnes 
furvas communi quadam proprietate gaudentes , ea requiritur qua 
maximi minimive cujuspiam prepofiti proprietate gaudeat , in 
nere adumbrare. 


SOLUTIO. 

% 

Omne maximum vel minimum ita eft comparatura, ut, fac- 
ta mutatione infinite parva, valor ejus omnino non immute- 
tur. Quamobrem fi curva a z , inter omnes curvas eidem abfi 
cilTse A Z refpondentes , qua: quidem communi proprietate B 
gaudeant , habeat valorem expreflionis A maximum vel mini- 
mum; eundem valorem retinebit, fi ipfi talis mutatio infinite 
parva inferatur , qua communis proprietas B non turbetur. Ad 
hoc autem non fufficit , ut ante fecimus , unicam applicatam , 
puta Nn, particula infinite parva nv auxiffe : quoniam enim 
hoc modo tota mutatio unica conditione determinatur, per eam 
effici nequit, ut tam proprietas . communis B in ipfam curvam 
& immutatam «qualiter competat , quam maximi minimive ex- 
prelfio A. mutationem adbibendam binis conditio- 

nibus 
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nibiis dcrerminatiim cflc oportet ; id quod obtinebitur , fi bina: 
applicat K Nn, & Oo particulis infinite parvis nv Sc ou augean- 
tur. Quod fi ergo curva hoc modo immutari concipiatur j pri- 
mum efficiendum efl: , ut proprietas communis cum in iplam 
curvam tum in mutatam a:que competat j deinde etiam maximi 
minimive exprelfio in utraque curva eundem valorem retinere 
debebit. Prius prarfiabitur, fi expreffionis, qua proprietas com- 
munis continetur, valor differcntialls inveffigetur , oriundus cx 
translatione binorum n & o in y & 41 , ifque evanelccns pona- 
tur : pofteriori vero conditioni fatisfiet, fi pari modo valor dif- 
ferentialis expreffionis , qua: maximum minimumve efffe debet , 
qusratur, oriundus ex binis particulis ny & o , atque nihilo 
xqualis ponatur. Hoc pad:o, du.'B obtinebuntur aequationes , 
altera ex proprietate communi , altera ex maximi minimive ex- 
preflTione i utraque autem ejufmodi habebit formam 5. ny + 
T. o u = o ; in qua S 8cT erunt quantitates ad curvam perti- 
nentes. Ex binis autem ejufmodi jequationibus eliminabuntur 
particultc n y & o &» ; provenietque aequatio pro curva quselita , 
qucC , inter omnes alias eadem communi proprietate B prxditas , 
habeat valorem expreffionis yi maximum vel minimum, QjE. 

L 

C o R o L L. I. 

15. Solutio igitur hujnfmodi Problematum quoque reduci- 
tur ad inventionem valorum diffcrentialium : ipfi autem valo- 
res differentiales ab iis quos ante dedimus in hoc dilcrepant , 
quod ex translatione duorum curva: punftorum definiri debeant. 

C o R o L L. II. 

16. Ejufmodi valores differentiales ergo cx duabus particu- 
lis n y & o 4; oriundos , in quovis Problemate , binos invefti- 
gari oportet,- alterum pro proprietate communi, alterum pro 
maximi minimive expreffione. 

Eiilcri de Max. ^ hiin. Z 
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17. Inventis nutem in quovis Problemate his duobus valo- 
ribus dificrentialibus, uterque nihilo arqualis poni deben ex quo ■ 
bina: nafeentur a-quationes, qua’, eliminandis particulis aflum- 
tis n>' & o pra’bcbunt, unam a’quationem naturam curv.i?qux-- 
lira' exprimentem. . 

e o R' o L L'. IV. 

i8- Si 'ergo, inter omnes curvas eidem abfcilTx rcfponden-- 
tes , qux communi proprietate B xqualiter funt prxditx, ea. 
requiratur, in qua cxprefllo A £at maximum vel minimum ,• 
tum utriulque cxprellionis A Si B valores diftcrcntlalcs, ex bi*- ■ 
nis particulis v\ y Si o eo oriundi , quxri , & nihilo a’quales poni . 
debent j ex quibus duabus a-quationibus fi eliminentur particulx.. 
ny.Si 0«, emerget aquatio pro curva quxfita, 

e o R o L L. V. . 

In hac itaque operapone, ambx cxprelfiones A 'Se 
omnino pariter tractantur 5 neque in confiderationem venit, utra . 
vel proprietatem communem vel maximum minimumve deno- 
- ter. Ex quo perlpicuum cft, eandem folutionem prodire debere, fi ; 
exprelfiones J Se B inter fe commutentur. 

C o R o L L. V I.: 

20. Eadem ergo folutio locum habebit, five, iriter omnes* 
curvas communi proprietate. B gaudentes, ea quxratur in qua' 
fit maximum vel minimum : five vicilfim , inter omnes cur- 
vas communi proprietate A gaudentes, ea.quxratur . in qua. fit . 
B maximum vel minimum, . 


SCHO. 


o 
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21. Ambas exprefllones A &cB, licet in fe fpeftatx res om- 
'nino divcrfas fignificcnt , inter fe commutabiles elle ipfa folu- 
tionis natura fponte patet. Quod fi enim ad binas particulas 
■n V & oa rffpiciamus, quibus applicatte N n & Oo augentur ; 
primum eas ita comparatas effe oportet, ut proprietas communis 
B, tam in ipfa curva quam in mutata , eundem valorem ob- 
tineat j fcilicet proprietas communis B in curvam a m n o p z & 
in a in 0 4 ) p z atque competere debet : deinde pari modo per eaf- 
-dem particulas n r ic oc<> efficiendum eft , iit expreffio qua: 
maximum minirnumve effe debet, tam pro curva amnopz quam 
pro amxivpz eundem valorem recipiar. Atque adeo, tam pro- 
prietas communis, quam maximi minimive natura , eandem pla- 
ne conditionem in calculum inducit; ex quo manifeftum eft ambas 
expreffiones datas , quaraim altera proprietatem communem , alte- 
ra maximi minimive rationem continet , inter fe commutari at- 
que confundi pofle , falva Solutione. Hanc ob rem ergo , in So- 
lutione hujufmodi Problematum, fufficit noife ambas illas ex- 
preffiones; neque ad Solutionem abfolvendam noife opus eft , 
utra proprietatem communem aut maximum minirnumve fignifi- 
cet. Sic fi, inter omnes curvas longitudine squales, qusra- 
tur ea , qua: maximam aream comprehendat ; eadem repetitur 
curva qus prodit , fi , inter omnes curvas squales areas inclu- 
dentes, ea qusratur qus fit breviffima, vel minimam longitudi- 
nem habeat. Hsc ita fe habent, fi maximi minimive quod qus- 
ritur natura ita fuerit comparata , ut ejus valor difterentialis fit 
= 0. Jam fupra autem animadvertimus, duplicis generis dari' 
maxima & minima, in quorum altero valor differentia lis fit —o, in 

aIterovero= 00. Hic vero tantum m.axim.a ac minima prioris ge- 
neris contemplamur; nam, in hac Meihocio rclariva,pofterius genus 
locum omnino habere nequir. Quod fi enim valor diffe^entia- 
lis , qui convenit maximi minimive expreffioni, infinite magnus po- 
natur; tum .ex hoc foio squatio pro curva reperitur ; reque ideo 
proprietas communi? in computum ingreditur. Quare, , ll hujus 

Z 2 gcnei is 
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generis maxunum vel minirnum in Methodo abfoluta locum ha- 
bet, eadem curva In Methodo relativa eadem proprietate gau- 
debit, quacunque proprietas communis adjungatur. Cum igi- 
tur totum Solutionis hujufmodi Problematum momentum verfe- 
tur in inventione valorum diflferentialium , qui ex binis particu- 
lis n » & o 6) oriuntur ; Methodum trademus, ejufmodi valores. 
difFcrentialcs pro quacunque expreffione indeterminata invenien- 
di , eo modo, quo fupra ufi fumus ad inveniendos valores dif- 
fercntiales ex unica particula n y oriundos. 

Propositio III. Problema. 

3 2. Vropofita y^MACUH^ue exprejfiom indeterminata , t^ua ad’ datam 
ahfcijfam A 2 referatur i invenire ejus valerem differentialem , or- 
tum ex translatione binorum curva punctorum n o in y u. 

SOLUTI O,. 


Ponamus abfeiffam A I = , & applicatam Ti=y, erit 

Kk = y,Ll=/, Mra =y'\Nn=y\ Oo =y\ 

Pp = /' &c. Harum applicatarum duas tantum , nempe / 

& y' patiuntur alterationem a particulis n v & o « ipfis adjundtis.. 
Erit igitur applicatte y' '' valor differentlalis = n y , Sc applica- 
ta» y/' valor differentialis = o u , reliquarum vero applicata- 
rum omnium valor differentialis erit = o. Hinc reliquarum 
quantitatum ad curvam pertinentium p , q, r, s , &c. valores 
difFcrentialcs habebuntur , quatenus eas ab his binis applicatis 

y '' & y pendenr.. Sic cum fit p = , erit valor diffe- 
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Deinde cura fit 
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ipfius Hocque modo fimiliter progredi licet ad 

u X 

fequentes quantitates r, Scc. cum fuis derivativis i hineque 
nafcetur fequens Tabella, quafingularum harum quantitatum va- 
lores difFerentiales exhibentur. 
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Ex hac Tabella pcrlpicitur, Ih valoribus differentialibus totidem’ 
terminos particula o u affeilos occurrere , ac particula n v ; at-- 
que In utrifque pares adefle . coefficientes : diferimen vero in' 
hoc confiftere , ut cuilibet termino particula o &>. afFe<fio-refpon- 
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dcat quantitas Immediate fequenscam, cui refpondct fimillstcr- 

minus .particula nv afFedus. Sic dura terminus — [re- 

peritur in valore diftercntiali quantitatis q" , ita terminus 

— 2 _ow irj valore diffcrentiali quantitatis fequentis q^' . 

■Deinceps , ob duplicis generis terminos in valoribus differen- 
tialibus occurrentes , quorum alteri particulam n r , alteri parti- 
culam oca involvunt, valor differcntialis cujufcunque expreflio- 
nis indeterminatte hujufmodi habebit formam n r. / -f- oa>. K\ 
de qua primum , manifeftum eft membrum prius nv. I .effe ejuf- 
dem exprelllonis valorem differentialem , qui oritur fi fola parti- 
cula ni/ confideretur ; eritque ideo n r. / ille ipfe valor diflFe- 
rentialis, quem fupra pro quavis exprelfione oblata definire do- 
cuimus ; ita ut hoc membrum per proecepta fupra tradita .pro 
quavis expreffione indeterminata exhibere licear. Qiiod ad al- 
terum membrum o&j. K attinet, quia finguli termini in quibus 
o ft) ineft perpetuo rcfpondent quantitatibus fequenribus eas , 
quibus refporuJent fimiles termini particulam nv involventes, 
palam eft quantitatem K fore valorem , quem quantitas / in pro- 
ximo fequente loco induit , atque idcirco efle K = I' = 1 +■ 
d I. Qiiare cum membrum n v. I ex prar ceptis Jam fupra datis 
aifignare queamus , ex eo porro alterum membrum o «a- b:= 
o M innotefcct. Sit igitur /^ expreifio qu^veunquein- 

determinata , cujus valorem differentialem ex duabus particulis 
nv Sc o u oriundum definiri oporteat. Ponamus ejus valorem 
.differentialem ex unica particula oriundum effe = nv. /; 
eritque valor differcntialis , qui ex ambabus particulis nv Sc 
o cu oritur, — -nv. /-+- ooi. /' , feu = nv. I+o m (^I + dly; 

qui igitur ope regularum fupra datarum facile alfignari poterit. 

E. 1. 

C o R o L L. I. 

tS- Omnium ergo expreffionum , quarum valores differentia- 
Ics ex umca particula nv oriundos invenire docuimus, earundem 

jalo- 


M A x: ST M 1 n. S S L A T 1 V A, 183 

valorcs dlfFerentialcs cx binis particulis n >' & o oriundos nunc 
definire poflumus, 

C O R O L L. II. 

24. Hafc igitur Methodus valebit tam ad expreffionum va- 
lores dilfcrcntiales inveniendos , qui non pendent a quantitate 
abfciflTaj propofita; AZ, quam qui ab iftius abfcilfe longitudi- 
ne pendent. . 

C o R o L L. II I. 

25, Quin etiam fi expreflfio propofita, quae vel proprieta-- 
tem communem continet, vel maximum minimumve elTe debet, • 
fuerit funftio duarum pluriumve formularum integraliumj ejus- 
valor differentialis ex binis particulis n» &o<y oriundus eadeaa-' 
lege definietur. . 

S' C TJ- 0 L f' O' m- ^ 


25. In Capitibus fuperioribus ^ vidimus valoremi diiferentiai 
lem cujufcunque expreflionis , qui ex unica particula n v oritur 
hujnfmodi habere formam n vi feu n>. ubi T de- 


notat quantitatem -finitam t quare ejufdera 'expreflionis valor dif-* 
ferentialis ex binis particulis n v & o « ortus erit = n v. Tdx'' 
4-0«. T' dx. quemadmodum in Solutione oftendimus. Eadem 
autem forma facile ad hUnc modiim poteft evinci : Scilicet fi po- 
natur o « =0, tum prodire -debet ipfe valor differentialis ex •’ 
unica particula n (f ortus , , quem fupra invenire docuimus , eritque- ' 
Viv.T' dx. Siri autem ponatur n ^ = o, ac fola particula o « confide- - 
ratur, valor differentialis fimili modo reperietur quo fupra ufi fumus: -' 
non autem erit= o u- Tdx; nam quia particula o « - in fitu fequente 
accipitur, loco T ejus valor fequens pariter fumi debet j ' ita ut'- 
valor differentialis verus futurus fit == o«. T-' dx. Quod fier-- 
go utraque particula n» &"o« conjunftim confideretur erit va- 
lor differentialis = n^.. Tdx +.ou. T~dx‘, eo quod uri ipfo*’ 

cal-- 
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calculo particula; n»' & ow nufquam Inter fe permlfcentur, fed 
utraque perpetuo feorfim tra<51ari polfit. Ut autem hate ad no- 
tandi modum in fuperiori capite receptum accommodemus; pona- 
mus V eife cxpreirionem quamcunque indeterminatam , quee , 
pro abfcilTa definita AZ — a, valorem recipiat = Ai ejufque 
valorem diffcrcntialem ex particula ni- ortum eflfe = ni». dAi 
ubi nobis denotet idem quod ante Tdx; poteritque ifte 
valor dA ex cxprelTioncF, modo in Capitibus praecedentibus 
expolito , inveniri. Hoc invento erit cjuldem expreflionis V 
valor diftcrentialis ex binis particulis n» 8c oco oriundus == 
ni'. dA o «. dA' ubi dA' denotat valorem dA fuo difTcren- 
tlali auctum. Quanquam autem illa valorum diftercntialium ex 
binis particulis oriundorum ad noftriim inllitutum omnino^ eft 
necelTaria; tamen folutio ipla Problematum huc pertinentium 
eo iterum reducetur , ut per folos valoreS dilFcrentiales modo 
fupra expolito inventos , qui fcilicet ex unica particula n y nafi- 
cuntur j abfolvi queat ; id quod ex fequente Propolitione mox 
patebit. 


Propositio IV. Problema; 


27. Inur omnes curvas ad eandem datam ahfiiffam A Z = a 
relatas , in quas idem valor exprejftonis indejimta JV competit ; de- 
tsrmmare eam , in qua Jit exprejjio V maximum vel minimum^ 

SOLUTIO. 

Ponamus curvam az quajfito latisfacerej atque. exprellionera 
iV in ea obtinere valorem determinatum = B ; erit ergo htec 
curva a z inter omnes alias curvas ad eandem abfcillam A Z relatas, 
in quibus expreflio W eundem obtinet valorem , ita comparata , 
ut in ea exprelfio V maximum minimumve valorem recipiat , 
qui fit = A. Ad curvam ergo hanc inveniendam , politis abf- 
cilTa indefinita AI = x, & applicata refpondente Ii = y' i 
bina; applicatae N n & O o particulis infinite parvis n i» & o » au- 
geri concipiantur ; quo fado , tam ipfius PV quam ipfius V va- 
lor 
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Idr differentialls , qui ex his duabus particulis ne & o« adjunc- 
tis nafcetur nihilo xqualis poni debebit, uti in Propofitione fe- 
cunda oftendimus. Sit jam exprefllonis V valor diffcrentialis ex 
unica particula m- ortus = ny. dA^ atque exprefllonis alterius 
IV valor diffcrcntialis ex eadem unica particula ny ortus = 
ny. c/B, quos valores diflerentiales ex praeceptis in fuperioribus 
Capitibus datis invenire licebit. Nunc igitur, dum binas par- 
ticulas ny & Od) contemplamur, erit exprefllonis y valor dif- 
ferentialis == nv. dA ■+■ o i». dA' alterius vero expreifionis 
JV valor differentialis erit = n v. d B + oca. dB'. Quocir- 
ca , ad qutefitam curvam inveniendam , fieri «portet cum 
nv, dA-\- oco. d A = o . tum etiam n y. dB-^om- d B' o. 
Multiplicentur ambae aquationes per quantitates quafcunque » 
ita ut prodeat 

11 y. tdA -{- ou. ctdA == o 

ny. € dB 4- oa>. & dB' = o. 


Fiatque ad particulas n y & o <a eliminandas tam ad A %dB 
= o , quam <*dA -i- C dB' = o ; eruntque « & C ejufmodi 
quantitates, five conflantes, five variabiles, qu^e utrique aquatio- 
ni fatisfaciunt. Quoniam vero efl «dA + & d-B = o , erit 
quoque » dA' C dBi =Qi quae sequatio, cum «dA -4- 
^ dB' ==o comparata, monflrat efle debere « =«, & Q' = g; 
cx quo quantitates hse a & 6 debebunt eflfe conflantes > & qui- 
dem quaecunque- Sumtis itaque pro « & g quantitatibus qui- 
bufeunque conflantibus , aequatio pro curva erit « d A +Cd B 
== o. Haec eadem aquatio prodit, fi methodo confueta par- 

ticulas n y & o eliminemus. Erit nempe ^ ,= 

.Ab! . j a a ATt f A A A A A B j a’ 

- ideoque jy, fcu = 

dA -p- ddA, & dB' = dB 4- ddB, >Equa,tio autem 
aaa AAb 63 x.ldA-^ldB + lC, Seu dA = 

A a Cd B ; 


A A Ab 
EnJeri de Max. & Mi». 
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<4 

CdB y qua: , pofito C=: — — 5 tranfit m a d A-\- <!, J 5 =*=oi 

i * d 

quam ipfam ante invenimus. Quamobrcm ad Problema refol- 
vcndum oportet, tam exprcflionis proprietatem communem con- 
tinentis PF, quam expreffionis qua: maximum minimumve ef- 
fe debet V, valores diftcrcntialcs , methodo in fuperioribus Ca- 
pitibus tradita , inveftigarc-, eofque per quantitates conflantes 
quafcunque multiplicare , fummamque = o ponere j quo faiflo, 
refultabit «quatio naturam curvte qua:lit« exprimens, E. L. 

C o R o L L. I. 

28. Niinc igitur, ad Qiisfliones in hac Propofitione conten- 
tas rerolvendas, fufficit nolfe valores differentiales cx unica par- 
ticula n y oriundos j quos fupra jam expedite invenire docuimuj^. 

C o R O L L. IL. 

2S>. Quare ad hoc negotium in fubfidium vocari debebit Ca- 
put prscedens IV, ex eoque cum §. 7 tum §.31. In loco 
priore enim continentur pr«cepta. valores difterentiales inve- 
niendi, fi exprelfioncs indeterminatx propofitae fuerint formulae in- 
tegrales fingularis, in altero vero, fi fint fundiones duarum, 
plurium ve ejufmodi formularum integralium.. 

C O R o L L. 1 1 L 

30. Propofita ergo proprietate communi IV , & maxihii mi- 
nimive exprefllone F, utriufque expreffionis valorem dilferentia- 
lem ex his praeceptis quaeri oportet :■ fquibus. inventis , & per 
conflantes arbitrarias mulplicatis , eorum aggregatum nihilo aequar 
ie pofiturn. dabit aequationem pro curva qujefita.. 

Coro l. l. I V- . 

ji i. Si j inter omn^. omnino, curvas, eidem, abfeiflae A Z tef~ 

ponr 


0 
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pendentes , quseratur ea , in qua expreflio V maximum minimum- 
ve obtineat valorem; pro ea habetur ifta arquatio dA === 0 j 
- denotante dA valorem dirfercntialcm expreflionis V , 

C o R o L L. V. 

32. Quod fi autem, inter omnes curvas eidem abfcifiie AZ 
refpondentes , in quas expreifio /^«equ aliter competat, quadra- 
tur ea in qua expreflio V maximum miniinumvc habeat valorem; 
kivenituf pro ea ifta aequatio «t d A ^ dB = o. 

C o R o L L. VI. 

3 3 . Perfpicuum ergo eft , curvam , quae , inter omnes omnino 
curvas , habeat V maximum vel minimum , cujus aequatio cd d A 
= o , contineri in jequatione ad A + ^ ^ = o 5 expri- 
mitur curva , quae , inter ©mnes eadem communi proprietate 
gaudentes, habeat V maximum vel minimum. 

C o R o L L. VII. 

34. In ipfa Igitur prima aquatione, quam Sqlutio prsbet,’ 
€^dA + <^dB —oi jam inefl: una conflans arbitraria ; qua: 
autem per id determinari debet , ut valor expreflionis datura 
obtineat valorem. 

C o R o L L. VIII. 

3 J. Problema itaque fic folvi poterit, ut, inter omnes cur- 
vas eidem abfciflse AZ refpondentes, in quibus expreffio LV 
eundem datum obtineat valorem, definiatur ea in qua fit va- 
lor ipfius y maximus vel minimus. 

C o R O L L. IX. 

3 6 . Ex his denique intelligitur, Solutionem Problematis pro- 

A a 2 pofiti. 
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ISS 

nofiti , convenire cum Solutione hujus Problematis , quo , inter 
omnes omnino curvas eidem abfcidic A Z refpondentes , requi- 
ratur 'ea quae habeat <* + € 1 'V maximum vel minimum. 

Qux quxftio , et(i ad Methodum abfolutain pertineat , tamen 
dat xquationem etdA C dB = o, quam ipfam invenimus. 

S e H 0 t l 0 K L 

5 7. Ex his igitur non folum Methodus lacilis atque expedita 
colligitur, omnes Quxftiones huc pertinentes refolvendi; verum 
etiam natui a hujus generis Problematum penitius cognofeitur. 
Primo enim apparet , quod jam fupra demonftravintius, Solutionem 
eandem fore , live , inter omnes curvas communi proprietate IV 
prxditas quxratur ea quae habeat V maximum vel minimum ; 
live inverfc , inter omnes curvas communi proprietate V prae- 
ditas , ea requiratur in qua Iit IV maximum vel minimum. De- 
inde etiam intelligitur , Q(_ixftionem ita proponi pofle , ut ejus 
Solutio ad Methodum maximorum ac minimorum abfolutam 
pertineat j congruit enim Problema propolitum cum hoc, quo ^ 
inter omnes omnino curvas ad eandem abfcilTam AZ relatas, 
requiritur ea in qua Iit illa exprellio « J!^ -f- 6 IV maximum vel 
minimum ; atque hxc Problematis transformatio ih caufa eft ,, 
quod Solutio per valores diflFerentiales ex unica particula n y ori- 
undos perfici queat , neque amplius opus Iit duas, hujufmodi’ 
particulas confiderare , prouti primo intuitu natura Quxftionis 
poltulare videbatur. Hanc autem convenientiam poftmodum 
per fe, ac fine illa Methodo qua binx particulx confiderantur,. 
demonftrabimus i quo veritas hxc, fummi in illo negotio mo- 
menti , magis confirmetur. Ad folvendas exterum hujufmodi 
Quxftioncs , ante oculos habere oportet prxeepta Capite prx- 
cedente in compendium redaeSa j quorum ope valores dilferen- 
tiales quarumcunqUe exprelTionum inveniri poterunt. Primo 
enim §. 7 illius Capitis recenlentur Cafus , quibus formula- 
rum ihtegralium folitariarum valores exhibentur : tum v.ero- 
§.. j i traditur. Methodus inveniendi valores, dilFerentiales ex- 

prelfio- 


o 
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prcflSoniim, qua; cx duabus pluribufve formulis integralibus ut- 
cunque fint compofitx. Ex his itaque fubfidiis, pro quavis 
Qua-ftionc oblata , tam maximi minimive expreflionis quam 
proprietatis communis valor differentialis afllgnari poterit : utro- 
que autem invento , tequatio pro Curva quxlita nullo negotio 
formabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumcunque 
multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo x- 
quale poni. Hxcque xquatio inventa , deinceps pari modo 
erit tradanda , quo fupra , cum in redudione ad conftruendunv 
tum in integratione ufi fumus.. 

S C H O L I 0 IT. 

38- Jam obfervavimus in xquatione d d A Q, dB = cr,, 
quam Solutio immediate fuppeditac , unam inefle quantitatem 
conflantem; qux autem non omnino fit arbitraria, fed ex con- 
ditione propofita debeat determinari. Scilicet , cum in omnes cur- 
vas ex quibus quxfitam definiri oportet, eadem expreflio H^xcma,- 
liter competere debeat, feu in omnibus eundemi valorem, pb- 
ta B , obtinere ; hxc quantitas B tanquam data Ipedari potefl ;; 
atque cum ipfa in calculum non ingrediatur, ita conflantes « & 6 de- 
finire licebit, ut valor expreflionis abfcilfx AZ..,= a re(- 
pondens,dpfi B squalis. fiat;- hocque pado, Quxflio* alioquin; 
indeterminata determinabitur. Eatenus autem tantum determi- 
nabitur, quatenus, per integrationes pofl inflituendas, novx- 
conflantes arbitraris etiam per totidem punda definiuntur. Pror- 
fus nimirum ut ante, totidem punda prsfcribi poterunt, per 
qus curva qusfita tranfeat, quot novs conflantes per integra- 
tiones ingredi cenfends funt; Horum autem numerus innotefeet 
ex gradu diflerentialiunt fummo , qui in squatione inerit.. Qiio- 
niam vero tota. Qusflio ad Methodum abfolutafti revocari po- 
tefl , numerus ifliufmodi conflantium, perpetuo erit par ;• feu: 
squatio refultans a -p G V 0 , erit vel finita , vel dif^ 
ferentialis fecundi gradus-, vel differentialis quarti gradus, vel 
differentialis fexti gradus,, vel odavi, vel ita porro.. Quod 
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(i aequatio prodit finita, tiim quoque curva penitus jam crltdetcrmi- 
rata j liquidcm r^itio inter « & G ita definiatur , ut ex^^rCiTio IV 
datum recipiat valorem B in curva inventa , quam determina- 
tionem perpetuo adhiberi ponimus. Si sequatio inveniatur difi- 
fercnrialis fecundi gradus, tum duobus pundis curva inventa de- 
terminabitur ; congruum autem ac more receptum eft iplos cur- 
vx terminos a & z praferibi, hifque cafibus Problema determi- 
nabitur, fi conditio ilia adjungatur, ut curva quxfita intra datos 
terminos a & z contineatur. Sin autem xquatio prodeat diffe- 
rentlalis quarti gradus , tum quatuor pundis pro lubitu afligna- 
:tis, curva fatisfaciens determinabitur ; hxc igitur definiri ita con- 
veniet , ut, prxtcr terminas extremos a & z, fimul pofitio tan- 
gentium in his terminis prxfcribatur. Sin perveniatur ad 
xquationem diflerentialcin fexti gradus, tum curva per fex qux- 
cunque -punda determinabitur : eorum autem loco prxfcribipo- 
tcrunt primo ambo termini a & z , tum pofitio tangentium in 
his terminis , ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofeu- 
li quantitas. His igitur notatis , intelligetur ex ipfa Solutione 
ciijufmodi conditio ad Problematis cujufque propofitionem ad- 
jungi debeat , ut id fiat penitus determinatum : hxcque admo- 
nitio , non folum hic , fed etiam in Methodo abfoluta atque 
reliqua Methodo relativa ^ locum habete 

S C H.o L I O N II L 

3 9 . ‘Dlfcrimen hic etiam maximi momenti inprimis eft no- 
tandum 5 ex quo in Methodo abfoluta primariam tracftationis 
partitionem defumfimus. Confiftit id autem in modo , quo cur- 
va inventa Quasftioni fatisfacit. Fieri enim poteft, ut ejusqua:- 
cunque portio ad abfciftam indefinitam relata requifita proprie- 
tate gaudeat; ?lcinde etiam dantur cafus , quibus nonnifi ea 
portio qu.x definita» abfeifiOe AZ = a refpondet, conditioni 
'Problematis fatislaciat. Illud Icilicet evenit, fi quantitas hrec 
/I in a’quationem , quam Solutio fuppeditat, vel omnino non 
ingreditur , vel iu quantitates arbitrarias. « & € comprehendi 

queat. 
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queat. Ex quo manifcftura eft, fi ambx formula» IV ^ V in 
cafu primo §. 7 Capitis prsccdentis rccenfito contineantur , 
tum curvae inventtB quamlibet portionem ad Quailionem efie 
acommodatam. Deinde vero etiam fieri- poteft , ut licet quan- 
titas 4, feu quantitates ab ea pendentes., vel in alterutro valore 
differentiali infint , vel in utroque j tamen ete vcl. fc mutuo, tol- 
lant in arquatione ddAV Q d B =0, vel fub arbitrariis « & 
g comprehendi queant; qiio cafu pariter quamvis curvte inven- 
tae portionem fatisfacere oportet. Hoc autem tantum locum, 
habet 5 fi non datus ac determinatus prsfcribatur valor, quem 
proprietas communis IV in- portione fatisfacienre obtinere de- 
beat: tum enim fieri nequit, ut in quavis portione. eundem va^ 
lorem fortiatur.. Ex Solutione autem unius cujufque Qi!a:ftio- 
nls facile intelHgetur , qua conditione , five tora curva a 2 , li- 
ve quaevis portio , fatisfacere queat ; id quod commodilTime in? 
Exemplis oftendi poterit., 

E' X E M i> t u M r. 

i|.-o. Tnter omnes curvAs nd 'abfcijfam AT re Ut as. in quibas for-- 
fnuU fyxdx eundem obtinet valorem invenire eam in qua- (it va-' 
hr formula fy y dx minimus.. 

Erit igitur proprietas communis W ~ fkydx ^ cujus, ob 
d X y == y d X + xdy ,, valor dilFerentialis eft = n y. dx. x.. 
Maximi autem minimive formula eft — fyy dx\ cujus , ob- 
d. yy== vy,dy., valor dilFerentialis eft. = ni-. dx. 2.7. Ob- 
tinebitur ergo, divifione per nv. dx inftituta, haec aquatio- «x* 
-f- i Zy =0; ex qua patet Qusftioni fatisfacere lineam rec- 
tam in Acum axe AZ. angulum quemcunque confutuentem. 
Et quia longitudo abfeiflie A Z = ^ non ih computum ingre- 
ditur, qusvis hujus- reftac portio .vque fatisfaciet.- Qisod fi 
autem poftuletur; ut pro data abfcilTa AZ.= .«, fbrmula/j.xr/.v 
datum obtineat valorem-, puta B; tum obj ~rn x^ fictfyxdx- 
= j mx ^ ; ideoque j m a( =. B) ex quo pofitio lineae reftse 
. ita* 
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ita definietur, ut cfle 'debeat Hxc igitur reaa 

jam ifta proprietate gaudebit, ut ea inter omnes lineas, five 
redas five curvas , qua? pro data abfeifla A Z = ^ habeant 

valorem — B, producat formulae fyjdx mi- 

nimum valorpnv 


Exemplum I L 


41. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis pun£ia a ^ zJuh^ 
gentes , invenire eam qua maximam yel minimam aream ^ A, Z z 

fiomprehendat. 

\ • 

Quoniam proprietas communis eft longitudo arcus 
V ( I +/’/’) > valor differentialis = — n v. d. 


fd X 
f 


V' (i 

Deinde maximi minimive formula eft , cujus valor dif- 
ferentialis eft n y. dx-. unde pro curva quaefita ifta habebitur 


y — _£ , & integrando x 


bp 


y (*+??) 

x^c 


d2 

d X* 


V(i* — (*: + 0 *) 

kub 


ergo inte- 

=o— /)* 


aequatio dx = 

ideoque p — 

grando fit ^ = 

+ quae eft tequatio generalis pro Circulo. Qfia- 

mobrem arcus Circuli quicunque per punda a & z dudus , in- 
ter omnes alias lineas curvas ejufdem longitudinis , vel maxi- 
mam vel minimam aream a A Z z includet. Duplici autem 
modo Circuli arcus data; longitudinis intra terminos a & z conl- 
titui poteft ; altero , quo concavitatem axi A Z obvertit ; altero , 
quo convexitatem. Priori cafu manifeftum eft aream fore ma- 
ximam , pofteriore vero minimam. Atque hinc fi dentur ter- 
mini a &2;^ una cum longitudine curvae intra hos terminos conf- 
titutar, quam majorem quidem efle oportet lineam rc( 5 &m hos ter- 
minos jungentem ; Solutio penitus erit determinata : arcus Cir- 
jCuli enim hujus longitudinis per hos terminos poterit delcribi 

unicus , 
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unicus , qui , prout vcl concavitatem vel convexitatem axi A 7 \ 
obvertat, aream formabit vel maximam vel minimam. - 

Corollarium. 

42. Hinc etiam patet arcum circularem az, per terminos a ng. 
8c z du6him , non folum maximam aream a A Z z , inter omnes 
alias lineas ejufdem longitudinis formare j fed etiam qusecun- 
que linea a C E D z a termino a ad terminum z duda detur , 
cum ea arcus circularis a z maximam includet aream. Nam 

fi area a A Z z eft maxima , erit quoque area a A Z z — a A C 
— zZD+CED, ob areas aACjzZD&CED conflantis 
magnitudinis quxeunque linea pro a z capiatur , maxima. 

Exemplum 11 1. 

V 

43. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis puneJa A ^ M j-, „ 

jungentes , invenire tam qua ^ cum rectis AC ad punitum 

fixum C duitis^ maximam vel minimam comprehendat aream 

ACM. 

Quoniam , ob data punda A , C , M , rcdlae A C & M C 
politione dantur, ponatur angulus A C M = x, feu deferipto , 
centro C , radio C B = i , arcu circulari B S , fit hic arcus 
BS & ponatur CM ==^; erit Ss .= dx^ Mn=^^x-, 

& area ACM = 4 Porro ob mn= dy^ erit Mm 

= f dx* + dy^ ) = dx f (^yy /’/')> polito dy — 
pdx. QiMre inter omnes aquationes relationem iplarura x & 
y continentes, qu:p, pro dato iplius x valore, eandem probent 
quantitatem/</Ar ^ (^yy + pp)-, eam definiri oportet, quaj, pro 
eodem iplius x valore, pra;beat formul® {fyydx quantitatem 
vel maximam vel minimam. Cum igitur formuLc fdx f (yy-\- 

pp ) valor differentialis fit =nv.dx i 

% 

d. -r ; ; ) & formul^ /Vr^/x valor differentialis == 

^(.yy + pp) , ^ . 

Euleri De Max. ^ Mi». B b ^ 



Fig. I 
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DE methodo 


» V. d:(. yi habebitur pro curva qujcfita ifta a?qiiatio y dx = 

^ d, , qiuv , per /> multiplicata , 

^__t 2 jdy p _ 


V ( yy + pp) 

abit in hanc y dy 


l>d.i/(yy +//) 


''(yy+pp) 

h p d p 


V (.yy+pp) 

cujus integrale eft Fyy^=^h\J iyy+^p^ 

i , h^y 


b p d. 


^{yy-^-pp) 

p 

^ (yy + p p) 

bpp 


i 
+ 


'^(yy +pp) 

V + b c. Ducatur in tangentem M P ex 

\ (yy + pp) ° 

C perpendiculum C P = «; erit u = -r -; — ^ r : ha- 


bebirurque y y 


\\(yy +pp) ^ 

^bu b c quani ccquationem fupra jam of- 


tendimus elle ad Circulum. Qiiamobrem arcus Circuli per ter- 
minos A & M duiflus hanc habebit proprietatem , ut , inter 
omnes alias curvas ejufdem fecum longitudinis terminos A & M 
jungentes , aream ACM exhibeat vel maximam vel minimam; 
prout ille arcus , vel concavitatem , vel convexitatem intra an- 
gulum ACM vertat. Quo ipfo id confirmatur , quod §. prx- 
ced. in genere adnotavimus. 

Exemplum IV. 

44. Inter omnes curvas pun&a a z jungentes , qua circa axem 
A7L rotata generant folida ejufdem fuperfeki ; determinare eam 
qua ftmul producat volumen folidi hoc modo generati maximum. ■ - 

Superficies folidi hoc modo generati, proportionalis inveni- 
tur formulae integrali huic fydxfC^i+ppy^ cujus valor diffe- 


rentialis nv. dx ( VCi+Z’/) 


d. 


yp 


) 


.»T dx V(^ P P ') 

Volumen vero folidi hoc modo generati eft ut fy y d x ; 

cujus valor differentialis eft = n v. dx. 2 y. Quocirca refulta- 
bit ifta aquatio 2 y dx = bdx V* ( i -i- pp") bd. . 


V (i+ppy 

Multi- 


M A X. JL T M 1 K. RELATIVA. Ipj 

Multiplicetur hxc per />, ut prodeat z y dj=^bdj \J (^\ +p {> ) 


b p d. 


yp 


V( i+pp) 


hd. ysj (^ \ +/’/’) 


byfdj 


7^777’ intcgralc c^yy 


V ( * +pp) 
by\K 1 +/’/’/! 


bypp 


hy 


bc. Erit ergo 


ly 


iLii+fp) ' ' V(^+PP) ' ° 

= Cyy — (yy—j ) -. ) 




Quare erit d x 


yy — bc 

(yy bc)dy 

i/{bbyy (yy bcY' 


Dc 


hac secjuatlone primo notandum eft , li fuerit c — o fore d x — 
; ideoque curvam elfe Circulum , cujus centrum in 

L l-i < AI ^ A 


(bh yy) . . , . 

axe A Z fit pofitum j ille igttur arcus circulans , centro in axe 

A N fumpto deferiptus & per data duo pundta a & z tranfiens 
Qiijeftioni fatisfiteiet j erit autem is unicus , ideoque folidumdc- 
finitte fuperficiei generabit. Quare fi , inter omnes curvas qu^ 
folida afius atque di verfe fuperficiei generant , qu:eratur ea qu;E 
maximum volumen producat, ea non erit Circulus, fed alia 

(yy — bc)dy) 

curva in aequatione dx = ; r hbyy L_ 

tenta. Non folum enim , ob binas conflantes b ^ c ^ effici po- 
teft, ut curva per prjefcripta duo punda a & z tranfeat ; fed 
etiam 'ut longitudo curvse az exiftat datte magnitudinis. Cae- 


tcrum longitudo curvx, ob fdx \J (\-\-pp) = f 


bydy 


■^v' ( bbyy — (yy 

Circuli pendet , eftque 


b y d X 

y y bc 

, cujus in tegrale a quadratura 

2yy 


bcf) 

, L A cof. ^4^^^ 


« 1 ^ 

2 ' b ^ (b b ^■b c) 

Con(l. Quod fi autem b ponatur = oo ,cafus oritur fingularis; aequa- 
tio namque prodit haec dx = — J(yy T cT^ 
curva Catenaria convexitatem axi A Z obvertente. 


B b 2 


Exem- 


V, 


/ 


,li?5 


DE METHODO 

t 

Exemplum V. 


JnttT omMts CMTVAs nz ,a^uaIcs atcas sAZz (ontincjttts , 
determinare eam, qtta circa axem AZ rotata generet fiRdum mi- 
vima faferjiciei^ 

Quoniam proprietas communis In arca conAituitur»: 

erit ejus valor difterentialis = nv, d x. Deinde formula , (juae 
nunimum efle debet, eft ^ x V ( i +//), cujus valor diffe- 


rentlalls eft = » >'• ^dxsl ( 1 4-// ) d. 


yp 


) i un- 


V{t+pp) 

de orietur, pro curva qusfita, ifta cquatio ndx= dx\/(^t +//») 
dL ^ > 41“^ 5 per /> multiplicata & integrata , praebet 


»jt + b 

de fit />. 


vc+fD ’ 

^(y* (ny-^hy) _ 


w JV + b 


ua- 


^y . 


'wy 4r b 
(jny ^0 dy' 


dx. 


> ac d X 


»- •• 


, prr.. Ex qua patet , fi fit ^ ==roi' 

y((l W )j>i 2bny bb) n r ? . j 

tum curvam efle abituram in lineam' rectam panda a & z jun- 
gentem.. Deinde fi fit /i=a, ob </'x= kdy 


CUTi 


^ (yy— bb), 

va erit Catenaria concavitatem, axi A Z obvertens. Quod fi au- 
tem, fit», = — i vfiet dx= ' T T- exqualhte- 

vf Q 2 by — - b b ji 

2 b y 


— — I ,; fiet dx 
grando oritur x = c 4- 


sl (^xbf — bb')i, quie eft 

pro curva algebraica:, & in rationalibus prasbetp^Cx — ^ )*=, 
^tb — jY ( 2 ^ — b Eft ideo linea tertii ordinis & per- 
tinet adfpeciemi 6S Ne WTO NL. 

£ X s M p t u M VE. 

4 ^. Tnter omnes curvas 3tz ejufdem longitudinis i de^mrt eam^ 
fua circa, axem hJZ, rotata producat maximum feUdum:,. 

Eitet 


M A %. ET M 1 N. relativa. 

Inter omnes igitur curvas proprietate communi fdx 
gaudentes, ca qua;ritur in qua fit fyydx maximum. (Ao- 
niam ergo formulae fdx VC 1+//J valor diiFerentialis eft = 

; formulae vetQ fyydx valor differentiai- 


— ft y. d, 

lis eflr = 


C t ~i-fp ) 

2 ny.ydx i habebitur prcr curva quaefita illa aequatio 
^ydx — + Hd. qujf^ mult^licata per p 8c in- 

te^ata, dabit = ±jYTi:z7\ •' VC i +// ) = 


^ bb * ^ 

^=— — j hincque p 

yy c ^ ^ 


V ( — Qjy ^ be )* ) 


fit *=/- 


C.yjy 


dy 

-fr ex qmt 
dx ^ 


— fyy + bc)*)' 
prietatem ut ejus radius ofeuli ; qui generaliter eft 


yy h G- 

Haec curva hanc habet pro- 

~ dx :: 


d. 


fiat 


hoc eft, proportionalis eft applica- 


V( i + pp) ’ 

ex y inverfe; unde patet curvam quaefiram elTe Elafticam. No» 
folum autem per conflantes^ & c arbitrarias effici poteft, ut cur- 
va per datos terminos a & z tranfeat , fed etiam ut ejus arcus 
intra hos terminos interceptus fiat datse magnitudinis.. Si fit 
c = o , prodit Elaftica reilangula. Caeterum nullo cafu eonf> 
trudlio per quadraturam vel Circuli vel Hyperboljc abfolvi po- 
teft j nifi fint vel b Scc infinita , quo quidem cafu linea a z pro- 
dit redla , vel b = c.. Hoc enim cafu,, habebitur — 

r (yy+.yb)d iy 


yyj 

(yy 


( 2bb yy 

b b ^ dy 


-y , fou X fumto S h, negativo , erit x 


fsj(^M~yy } ==/— V C 2fb-—yy > — Hf 


dy 


/ y V t Zt>t^~yy ) - 'V - - jj y 

& integratione per logarithmos abfoluta, fiet x=f — h 

‘ ‘jyy-¥ b l ygjQ curv* longitudo 

r' ib i t' 


quae generaliter eft =_ , 


erit hoc calli 




B b ^ 


£X£1£> 
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Exemplum VI I. 


Irjvoiire curv^tm , inter on7nes alias ejufdcm longitu^ 

dints , circa axem AT^ rstata^ producat folidum cujus fuperfeies 

fit vel maxima vcl minima. 

#• 

Quoniam proprietas communis eft = fdx v/(i +/'/')> 


• • • • • 


j maximi minimi- 


cujus valor differcntialis cft — nv, d. . 

■ ■ V'( I +Vf) . . . n. 

vc formulte autem fydx /(i + pp') valor differentialis elt 

= » 1-, ( dx s/ ( I '+//») - T^ d Cy ^ ~ { ' ^pp ) ) * habebitur pro cur- 
ya qua:lita ifta 'aquatio ^ d .' — ^ ^ . = dxW ( i + /*/) 
r — d. 5 per p multiplicata & integrata prsebet 


y 


, feii 


A-t-v 


v"( 1 -tpp) 


. .• Hinc 


fet I +//.)== g . 

ex hacqee rfx i , quW, eft arquatio genera- 


-r^ccy i-: 

lis pro Catenaria y & fatisfacit dummodo axis refpeftu cate- 
nie fufpenf* litum teneat horizontalem. Fieri, igitur poteft, ut 
curva vel convexitatem vel concavitatem axi ’ A Z obvertat , 
priori cafu fupefficies folidi fiet minima , pofteriori maxima» • 

= I" * - 

E X E M p t U M VIII. 




Tin- 17. 


48 . Inter omnes curvas per punSfa A&Q tranfeuntes , aua om- 
nes atjuales^ areas ABC comprehendant ; defnire eam ^ua in Jluido 
fecundum direSlionem axis 34 mota minimam patiatur refiflentiam. 

t 

* » 

Pofitls abfeifla AP == x , applicata P M =.)') proprietas com- 
inums fydx, ejufque valor differentialis = nv.dx. Refifi 
tentia. autem totalis ^ quam figura in direftione A B fentit , eft 
■ ' ut 


4 


M A X. L T M 1 N. relativa. igg 

%, « 

Ut / > cujus valor differentialis — nv. d. Ex 

' ^ 1 ^ 1 . 

Ilis emergit pro curva ifla. aquatio dx==l>d. > qua 

integrata dat .v = f + tl£l^tl£2., - jEquatio autem diftc- 

^ Ci +/>/>/ ’ 


rentialis per p multiplicata , abit in hanc dy- 

qua in hanc formam =z lhd^ ^ + b 

(i 'TTPP) 

b dp. tranfmutataj habet integralejy ~f -j- — 5 + pp) 


+ ppy 


I + pp y =/+ (T +ppy > i8‘tur fit .v = c + 

^ ^(i ' ^py ’ erit algebraica. Efficiendum eft autem , 

ut quo cafii fit X = o f quod fieri nequit , nifi vel b vel c 
capiatur negativum ] fimul y evancfcat. Quo autern curva co- 
gnofcatur, ponatur x — ■ c = t y — f ■■== a , erit t = 

= ■ trahendis 


atque 

igitur fadicibus quadratis habebitur V 
t «V? pp ~ — />V'3 


t+u\/ ‘i 


& V 
+ V ^ 


b 

u ^ 


~^ +pp » ^ 


PP~i“P\b 3 - 
b ’ 
t + u 3 


2p.p 


. & V 


^ + « \/ 3 


b 1 ^pp 

= t 5 ^- At<a 4 ={. 

J^pp b ^Ht^Pp 






v /3 


T 

i* 


4 /’'" 


go 


V= 3 V' '-±fSi-^+ 3 V - 


( I + ppY 


2 J 

b 

us/ z 


bb 

gy/ ( tt 3 uu) 


b ^.b - ^ ^ ■ . .. b 

qua rationalis fa^ prabet aquationem hanc ‘quarti ordinis 

- ^ ¥* 


aoo E MUTHono 

4»* + %ttMuJr + z6ytM — 27 ^‘<</o,fcu /^(ft-fuuY 

-h ^6l>tM* - — 

Ad curvam autem per infinita punfta conftrucndam , expedit 

adhibere has formulas, r== ^ 

mum autem patet curvam habere diametrum in pofitione abfcif- 
farum t litam , duobufque locis fieri u = p , nempe cafu/> = o 
quo fimul fit r == p , & cafu / — 9 ^ , quo fit t = t>. Quod fi 
ponatur b, = 4C , atque t == 3 c + r , orietur ifta aequatio Qfr-\-ust) , 
.4-8cCr’ — 18CC — • ^^c*’ qux cum 

fit ftmdio ipfarum rr +»» & r’ — iruu, declarat curvam hanc 
habere tres diametros fefe in initio abfeillarum harum r decuf- 
fantcs, Gurva ergo quacfira triangulo a’quilatero ABC ita erit 
infcriptibilis , ut conftct ex tribus ramis AD B , A E C & BFC 
inter fe fimilibus & scqualibus , qui in puncStis A, B, & Cciif. 
pides forment acutiffimos. Ejus igitur diametri erunt tres rec- 
txAIjBH & CG, fefe in centro trianguli O decuflantibus. 
Erit autem AQ = 3f , OF =f, & OI = xC . ita ut fit 
AI— I c&FI — ic— iOF. Hujus jam curva? qua?cun- 
que portio a b c reilis a b & b c parallelis ipfis A I & B I & arcu 
curvte a c comprehenfa, ita erit comparata, ut arcus ac inter omnes 
alios pun6ta a & c jungentes , & xqualem aream a b c continentes, 
in fluido fecundum directionem b a mota minimam patiatur refif- 
tentiam. Porro autem hxc curva erit reCtificabilis , reperiturque 
arcus ADB = t/c; ex quo erit A D B : AI = : | = 3 2 ; 

27 , atque ADB: AB==3? = j 8 v ^3 16; 9 ^ 3 ' 

: llXEMPLUM IX» 

r> 

49. Inter em fies curvas A M aquales areas A P M includentes ; 
invenire eam, qua fit ita compar :,t a ^ ut , fi perpetuo a centro circuli 
cfculantis O ad applicatam M P produBam ducatur perpendicularis 
ONi curva * punBis N formata minimam comprehendat aream, 

APN. "■ 

Pofitis abfcifla AP = ;v, & applicata PM =y; erit arca 

APM 


201 


MAX: Er M 1 M, RELATIVA. 

APM = /]yd!'v, qua: eft proprietas communis, ejufquc valor 
ditfercntblis = m. eix. Deinde, cum fit radius ofculi MO 


(j+pD 


,fietMN 


( 1 4 -/'/’) 

<1 


& PN 


y, ex quo arca APN erit = — 


(j_+PjO 
- <1 

f dx } qua: debet efle minima , cujus valor dif- 

dx +d. ^ 

q dx qq ^ 


fercntialls eft = « k. ( 


unde ifta nafcitur aquatio = dxd.' — + dd. ^ - ^ ; 

q ii 

+ d.^Atll ^hdx. Illa 

q qq 


qu 2 e Integrata dat nxdx =: 

vero eadem aequatio, per p multiplicata, dat ndxdj 

djd. -\r pdd. - ; cujus intcgrale eft nydx= cdx 

q . ^ ^ , 

; ^^-^■\-pd. Dizii- I-fis aequationibus conjungendis , 


oritur nxdy — 

✓ 

hdy — + 

ny 


qq 

nydx =:r hdy 
2 d 2 d T> . 

Ponatur hx 


cdx + ^J-^+ 

q q 


dp 

n M i erit dy = 

«jiiL, kvizdV-iridtdu' 

a t 


ftt,Sc 


dUi &c’dx==: dty Ztc^Qfjdp 


nt dudd u 


st., erit du 


t du — u dt 

— nudtddu , pofito d t conftante. Sit « 
j dt t ds, dc dd u z=: tdds + %dtds‘, hifque fubftitutis 
prodibit ifta,' aequatio yAfStdVds-^, 

" C Y" d S * 

2.( * — ^n') ttdt ds^ ^=.nV ds dds. Ponatur , erit 
d t =■ ^ ^ r ds , & ddt = o 


(^r d d s + drds 


4- rrds^ ) ; unde fit dds 


drds 


r 


rds^ i cx quibus 


tandem emergit 2 ( 1 +") r' ds + ds + z ( i — n')rds 

ndr , r ndr , , xji 

— n) rds 4- 


nrdsi feu 4 - ( 2 


Euleri de Max. (jr Mm. 


Q c 


s^sVds 


20 i 


D E M E T /r 0 D 0 


4 /r* -f- 2 r’ *f- 2r*j*^/=o. Sit/ 

n dv 


V 


~ ,ficc 


</r + rrdv 


; quat aequatio Integrationem ad- 


3 ( I -f-x; k) 

mittit, quoties eft » = 2 /(< — i ) denotante i numerum in- 
tegrum quemcunque : ut fi fit n = 4 , fiet r = -f- 

-j ; ex qua retrogrediendo corilrudtio 

Ci+vvy r 

■'(i+vv.j: 

abfolvi poterit.. 

Exemplum X. 

fo. Inter omnes curvas^ in quibas fxTdx eundem obtinet 
valerem ; invenire eam in qua fit f y T d x maximam vel minimum , 
exijleme. T fanciione quacunque ipftus ita ut fit dX — P d p 

Ad formulie / at valbrem dlfferentialem inveniendum,' 
notandum eft efle d. x T‘= Td x-^ x F dp ^ quo illius va- 
Ibr differentialis erit = — nv. d. xP. Ex altera autem for- 
mula habetur d. yP = Tdy' -^'y P dp-y unde ejus 

valor differentialis erit n v. ( Tdx — d. y P}.. Quare , pro 
curva qiLvfita orietur ifta aquatio nd.xP := Tdx — • d.yPl 
Efgo/X dx ^=z n.x P -{-y P -J- b.. Porro' fi illa requatlb per p 
multiplicetur, habebitur npd.xP — Tdy — p di jP — 

d.yT — yp.dp — pdiy P = d. yT d.yPp. At eft 

pd.xP'~Ppdx +pxdP + xPd p + Tdx d.xT =: 

d.xPp-\-Tdx - — • dxT. Quamobrem orietur d.yT — 
d: yP p~nd. xP p + nTdx — nd.x Xj-hineque/» Tdx 

fi y » a:P p -fr nx T •+• C', Quia vero, ex lii- 

penori integratione habemus a; a- P + nyP + nby 
erit, eliminandbX» X dx y ifta squatib nnxP + ny P'+ n b' 
= y T — y p j,, n x P p’ -h n xT + c, feu y. 

nP -JerPi,— T) + ^ _ g 


» P.— P^ -j; 



nJC + 


-«P — py 

Ergo 
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,205 


Ergo prodit tandem x = cf j-. 


il P 




p d r 


( r 


nr 

c 


l>p) 


1 ) 


atque y 


( 


ntf 


n F 
d P 


Pp) 


n t 


pp 


• • • • • 


(T nP—Pp) 


%• 


Exemplum. XL 


5 1 . Invenire curvdm , qud 5 inter omnes alids intrd eofdem termi- 
nos contentas , ^ eundem formula fxdx\/(i + pp) valerem con- 
tinentes , habeat fydxV (i -^pp) maximum vel minimum. 

9 

Exemplum hoceft Cafus prscedentis , atque ex illo manat, 
ponendo T = V ( i +//») > ex quo erit P ^ 

^ dP= ^ 


.5: ^ 


Porro vero erit T—.P~Pf 


(1 + pp) 

• N 

I ' 71 ip »-* - f e 

== lurrogans , prodibit x 

,r ^ - g v'C I +p p) 

-y— npy\/ { 1 -^.p p) ^ 1 - 7 ip 

tegratione autem per logarithmos inftituta het 
„ nc(p + \/(i ^pp ) ) c . c 

'■ ~ni>J 


n X. 


Iiv 


(1 +nn) ( i 


+ 


5: a 


C I + nn) 

1 + (i + V^ + + \/.(\+ pp)) . f Q. 

n+C I \/ (1 +rin) ) (p ^ ^ ( j p p ^ ^ 

n c “f" c ( kI ( I “ 4 * p'p } — f; 77 ^ ) 


n c 


(i ^ n n y ( 1 n p ) 




X 


.1 ( I n n ) ^ 

/, n+ ^ + \^(r -i- nti)) (p + if ( i-^pp)) . 

« + (• — y/(^ ■jrnn))(p-t:-^(i -ppp)) ' ’ ‘5 - 

bus valoribus curva conftrui poterit per logarithmos. Genera- 
liter autem, quaracunque T fundionerri ipfius / denotet, conf- 
trudio ferriper per quadraturas abfolvi poreft. Cancrum hoc 
Excm^^lum line fubfi^o pracedentis multo difficilius iblutu fuif- 

- C c 2 feti 


10 4 I>EMETH01>0 

fct > non tam facllc enim perfpicerc licuifTet , quomodo aequa- 
tio inventa integrabilis redderetur quam in cafu generali. 

Propositio V. Problema, 


5 2. linter emes curvas ad eandem ahfcijjam =a relatas , qua 
eundem for mule n = f(]Z]dx valerem recipiunt i invenire eam , 
in qua fit fZdx maximum vel minimum \ exifiente Z fun£lionefi~ 
mut ipfius n , ita ut fit d Z -= Ldn+Mdx -j-Ndy + Pdp 
-f-Qjdq + &c. atque d^Zj =[M]dx 4 - [N] dy-pCPjdp 

+ LQ,] dq + &c. 


SOLUTIO. 


Qiioniam cft — lM~\dx + lfl']dy + [P]^/ +' 

C formulae f\_Z]dx, quae hic quantitatem om- 

nibus curvis communem ^reprxfentat , valor differentialls = 

n y. i/x ( [JVj — 

mo §. 7 Cap. praeced. fcquitur. At formula fzdx^ maximum 
minimumve exprimens , quia Z involvit formulam integralem 
n = f[_Z~\dx , pertinet ad Cafum fecundum loci citati : ejuf- 
que adeo valor differentialls erit = nv. dx (fN V — 


denotant. F= 

H — fl^dx^, ubi H eft quantitas determinata , qute oritur fi in 
Integrali/Z^AT ponatur x=a. Atque, ob hanc ipfam quan- 
titatem H, ifte valor differentialls a praeferipta longitudine abf- 
cifls x = a pendet. Ex his igitur duobus valoribus differentia- 
libus ambarum formularum propofitarum, quarum altera proprie- 
tatem communem , altera maximum minimumve exponit , fe- 
cundum regulam datam, nafeitur aequatio procurva fequens : 

r xr. ^iLll ^ y -f- 1^2 V 


cciN} 
d(P + Ff] V) 

d X 




"d 

dd(<^ + [(^-\ V) 

dx* 


&C. qux , ob 

H- 


M A X. E 7 M J RELATIVA. 20^ 

J 1 — fhdx., tranfit in hanc o H — fLdxiyi] 

d(? + (ct + H fLdx)\F^) . dd (Q+ (c+ H fUx) [ ()] ) 

d X d X 

&C. 

Cum jam « fit quantitas conflans arbitraria ; etiam fi H fit 
quantitas conflans determinata , tamen <» + H fiet quantitas ar- 
bitraria : ideoque non amplius a definita abfciflae longitudine a 
pendet. Qijarc fi, loco <t + Hy fcribamus C , habebimus pro 
curva quaefita hanc aequationem : 

o^N+iC—fLdx^ [y] — “7/^ -— 

+ C -Q. + ( C — fL d x) l ^ _ . 1 ) . qyjg ppgQ pj.Q quacun- 

d X 

que abfciiTa exhibet Curvam , quae Inter omnes alias eundem 
formuls f\_2,]dx valorem recipientes , continebit formul«e fzdx 

maximum miniraumve valorem. Q: E. I. 

\ 

C O R O L L. I. 

55. Si igitur proprietas communis fuerit ea ipfa formula in- 
tegralis , qua? in maximi mlnimive formula implicatur i tum 
confideratio determinata abfcilfie magnitudinis ex calculo egre- 
ditur, & Curva inventa pro quavis abfcilfii qu;efito fatisfaciet. 

C O R O L L. II. 

54. In hac jequatlone inventa , dua? adhuc Inerunt formu- 
lae integrales; primo nempe formula fhdx, ac deinde formu- 
la n == /{Zjdic y quae cum ea in Z contineatur, inerit in quan- 
titatibus L , M, N, P &c. 

CoROLL. III. 

5 j. Si -igitur hxc integralia per dlfferentiatlonem tollere lu- 
keat; pervenietur ad dilferentialia binis gradibus altiora, fimu- 

que exibit conflans arbitraria C. Interim tamen numerus conf- 

C c 3 tan- 
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tantlum arbitrariarum iinirate minor erit quam gradus Ide dlffc- 
rentialium ; eo quod inrcgralc n — /"[ 2 ] afx definitum obtine- 
re debet valorcm , cum ipfum fcilicct , quem in maximi mlnlmi- 
yc formula /'Z x habet. 

e O R O L L. I V. 

5(?. Hinc Igitur in trquatlonc inventa , ob conflantem a^bi- 
•trariam C, poteftatc una plures inerunt conflantes, quam dif- 
ferencialiiim gradus indicat. Qjiarum una eo determinabitur , 
,ut valor formula; communis n = f\_^~\dx fiat pro curva in- 
.venta datx magnitudinis i rcliqute vero per data puncta vel tan- 
gentium pofitionem datam determinabuntur. 

• • 

C O R O L L . V. * 

57. Si Z fuerit fundio cum quantitatum x,y,p, &:c, 
rtum arcus curvte s : atque 'inter omnes Curvas ifoperimetras 
qutcratur ca,.In qua fit fZdx maximum vel minimum,- tum fiet 
n = s= dx & [Z] = I + //), ita ut fit [M] 

✓ 

c ,0 R o L L. VJ. 


58. Hoc igitur cafu, fi fuerit dZ —L ds -f- Mdx + Ndy 
Pdp -f- Qjiy + Scc. habebitur pro Curva qua;, inter omnes 
ifoperimetras , habeat fZdx maximum vel minimum , ifta aequatio : 




■feu N 


'five 


- — </( P 4- [LjdoQj V , 

il 4- jj-O cc — f L.dx)dp 

d X dx^ I / _ . .U ^ 


Lp 


y ( 1 pp) ■ 


+ N 


dx ( I fp )' 

~ Scc. 


d P . d d 
.d X dx\ 


^ — &C. 

- . 

•( C [Ldx^df 

dxii +ypy'* 


id A X. ET M 1 N. RELATIVA. 
• * 

C O R O L L. Vir. 



jp. Cum fit C quantitas arbitraria 5 in genere notari conve’..- 
nit, quod fi pro C accipiatur ille formulre fLdx valor, quem 
inducit fi ponatur x = a, tum prodituram efle curvam, qux in- 
ter omnes omnino curvas eidem abfcilTa? .v = 4 rerpondentes >, 
habeat valorem formula: yZ dx maximum vel minimum. 


S C H 0' L I 0 N 


/. 


60. Cafus Coroll. 5 , quia is ab Au( 5 toribus potiffimum trac- 
tari eft folitus , peculiarem evolutionem meretur , ut ejus ope- 
Problcmata qus forte occurrere queant, fecilius & expeditius 
refolvi polTint. Inter omnes igitur Curvas ifoperimctras, Icu qua: 
e-andem habeant longitudinem s^=fdx^J ( i+Z/*) > quaratur 
ea, in qua lir/Z^^-v maximumvel' minimum, exiftente Z tunc- 
tione cum quantitatum definitarum x, y , ty. &c. tum arcus- 
curv» /j it, a ut (it. dZ = ljds ]V[ d x -\-N dp -\-F dp-\r 
Pro curva hac- proprietate gaudente jam inventa eft hxc requatio : 


_I_ , (_C_ fLdx)p- 

Ax ^ C-i "f"/’/’) 




yP- _^ AdQ: 


Sic, qus qui- 


d X d x‘ 

dem , ih Hoc lariffimo fcnfu nec integrari nec ad fimpliciorenr 
formam fe reduci patitur. At cafus notafte juvabit, quibus eam’ 
integrare licebit. Ac" primo quidem fi Iit .V- =o fponte pro-- 
dit ifta pro curva aquatio : 

^ ( C — /L d . p . , d /Q~ 

V ( t "h/’P A dx 

grata. Secundo ponamus elTe M = 

pdx^= d'y multiplicata abibit- in hanc ' 

^ J C ^ ^ d x') P' I . P d d 

/ rrxTTr ^ ~ + ■ ■ 


Scc. jam femel inte-- 
; atque ’ arquatio per- 


V ( I -h jx 

quam fi addatur L ds L d x y/. p p^ 


&c. adi 


dZ 


' Ndy 


Pdp — QJy &c. ; integratiore.inftituta prodibit /’( Ldx\/(i+pp'^ ■ 


+ 


f d. ( C f b d x) p' 

V,(l 


> 






Prius: 


^ o 8 DE methodo 

* t 

Prius vero membrum fi evolvatur, tranfit In f{hdx y/ (* +//) 


+ 


Lpp dx 




)=/( 


vXi +/'/’) 

C fLdx 


Ld X , — f Ldx')pdp 


cujus incegralc cft y ^ ; +pp j ’ Qliare, cafu quo M~o, 

Q fi^dx 

habebitur ifta aequatio ^ — Z+ Pf + — 

Sin autem tertio, fuerit tam A/= o quam N=o 3 ha- 

dx ' ’ 

bebitur primum, ob N=o , hjcc aequatio : + 

r 

= — F 4- ^ j qux, multiplicata per = qdxy abit in 


\i3.ncAdp + ^ ^ — Fdp-\-Qdq. Cum au- 

r ' ve I +PP) r ^7 . 

tem {it d Z = L dx y/ ( i 4 - //) + P dp + Qjt q , habebitur 
dZ-\-Adp — Ldxy/(_1 +PP') -f- 

+ Cldqi qua: integrata dabit , Z + B+Ap + CC — fLdx') 
V(. +//) = Q.?.feu C-rLd„ = ^ - ^^-^ -e^. 

At ex priore arquatione eft C — fL d x = — tS’ } 

— — ^ quibus conjungen- 

dis elicitur : Adx — Bdy = Zdy Pdx • — P pdy dQ^ 

+ ppd(f — Qpdp , in qua non amplius ineft formula inte- 
graiis /L dx. Ufum igitur horum cafuum in Exemplis monftra- 
bimus. 


Exemplum I. 


6 1 . luter omnes curvas ifoperimetras ; defnire eam , y» qua fit 

f ll - 

s d X maximum vel minimum , denotante $ arcum curva abf 
cijfx. X refpondentem, , ’ 


Quo- 


74 A X. J£ T M 1 RELATJVA: 


2op 


Quoniam proprietas commanls longitudinem arcus ■/ r=: fdx 
V ( I 4- //) refpicit, atque in maximi minimive formula 

r s ” dx ineft ipfe arcus, fdlutio pertinebit ad Cafum in Schollo 

pertraifiatum. Conjparata ergo formula dx cum generali 

fiet 2 & dZ:=-Ks^^ ^^//jhineque L == 


n s 


* , M- =■ o , N = o , P = o &c. Quare ex ScholH 
Cafu ultimo , quo pofueramus A/=: o & ^ = o , habebitur 

ifta arquatio Adx — Bdy = Zdy = s dj ^ ex qua ori- 
tur Adx = dy (^B ^ A'’ dx^ -f- dy^ = A^d 


dy' ( + ( B -f- j ” )* ) ideoque dy 


A (i S 


i unde Curvse conftrudio 

A- 




atque dx 


(B 4-i )di 

V (A^ -i" (B-h f y ) 

perfici poterit. Vel pofito dy =:pd Xi erit 


atque s 


n. A 

V 


Bf . 


p * 


: ex quo fiet ds ~ dx\i ( i +/>/) 


Adp(A- — Bp) 


( r — n')\n 


ni 


i t w )\}t 


curvas x & ^ ita determinabuntur , ut fit x 

\ 

. ( I — «) \n . . 

r dp(A Bp) & y = — rdjf A 

J ( I + M ^ >1 . . W 


Atque hinc per f coordinata: 

-A 


Bp) 


n 

( I — «). 7 i 


I t M ) ; w , - , X - ti ' L : n , . . ^ 

p ^ p \!(l + pp) 

Videntur hic quidem quatuor conftantes, duse fcilicet novas , 
praster A Sc jngredi , ob duplicem integrationem y & x. 

^ g p 

At cum pofito X = o , fimul arcus curvjB / — '* ^ 


n 

V 


p 


evanefeere debeat ; hinc viciflim cdnftans in integratione ipfius x 
orta definietur. Nimirum fi n fuerit numerus affirmativus , ar- 
Euleri De Max, (jr Mi», D d cus 


\ 


o 


2 ro 
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cus / evanefclt , pofiio />=•—; ex quo valor Ipfius at ha dc- 


A 


fiat 


o. 


terminari debet, ut podto /> „ 

Qiiod. fi ponatur » = i j habebitur ex priore conflrinhio-; 

ne flatim d x= •;k-^ ; idcoque x = V f 

nc.uanmtfx— ^ ^ (b + s )^ )' ^ , 

4- £•* 4- 2B / +SS-) — \/(^* +-B‘), fcu pofito B==t. 
& \/ B* ) = c, erit x 4- ^ = V ((* + 2 4 - 

Ex pofteriorc autem conftruendi modo , oritur x 




d p 


pp {'‘‘+PP ). 


A v' ( ijjrpp) 

P. 


4 h, feu (x — b)p 


c^{ 14-//) ; hineque / 

C dx 


c ‘^y 


V((x 


2 ' 


C*) dx 


> 

. Quare cum 


fit y — / 


y/ax—kr—C^X 


jT ; curva fatisfaciens erh Cate- 


naria* 


Exemplum. 1 1., 


* <?2. Ixfer omnes curvas ejufdem longitudinis , eam determina- 
re^ in uua fit fSdx maximum vel minimum, exifiente S funUio- 

,ne quacunque arcus .$.■ 

Quia proprietas communis arcu s ■=fd'x / ( i -\-pp) con- 

■ tinetur ; folutib ex Scholio peti poterit. Scilicet cum fit Z = 

• iy=fun6i:ioni ipfius/, erit Lds=:dS, 8c A/= N = P =Q^ 
&c. = o. Quare-, per tertium Scholii Cafum, habebitur pro 
curva qusfita ifta aequatio yf</x — Bdy=Sdy, & a4dx = 
dyQB + S^. Hinc ergo tra. A" dx'- A^dy’' = A^ds'^ ■=^ 

dy' (_A'+ (B 4- S)'^ &cy —/ auteih 

abfeiffa x = fi 'f'/p > unde curvae conftru<5tio ab» 

ViA +{d + S) x 

■ folvi poterit;. 

Ponamus cfTe S = e^ -, pofitoquey/=/<sfx,erit 


2 II 


M A X. jE r 'M 1 N. R E E A T 1 V A. 

s ^ s , — AJd (a — Bp) //jc \/ ' I 4- PP') 

e 3 cx f as = ^ — * ‘ 


Jx 


A dp 


PP 


hincqiic 


{A Bp)fV(l-jrpp)^ y 

Componendo vero fiet Jx ^ 


■A dp 


(A BpjVi-^+PP)' 

— : , & jnte- 
p'dX I -i-pp ) 


: e 


A l 1 + ^ y + - PP1 + C, feu 

'(Ax~—“ By — 


grando J x. — B y 
I +v(i + ?’/’) 

failo /= 0 , evanefcere debeat .v, atque ob - 
fai5lo '' ^ 


C):-A ■ ^ 

' , Cum autem , 

— Bp " . s 


P 


, ■ fiat /> 


eftj ut fado/ 


iJ+ I 


4" I ^ 
fiat X = 


per integrationes efficiendum 


o. 


Exemplum II I 7 


6^. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis , - determinare eam 
in qua fit f s y d X maximum vel minimum , denotante s arcum 
curva. 

Solutio hujus Qiiaiftionis iterum petenda eft ex Scholio; erit 
namque Z=sy ^ d Z = y ds s dy , ex quo fit L =y i 
A/= o & N = s , feliquse littetce F, Q_, &c. evanefcent. 
Cum igitur fit A/ = o , Cafus Scholii fecundus hanc fuppedi- 

tabit folutionem : = A 

dit sdx = 


~y s ; immediate vero ,pro- 

J Xy'dx) p (C J'ydx)dp - - ypdx 


( I + pp) 


AV( ^ +IP') 


v/(x + pp)' 
■ys\/( I r\-pfi ) , 


V (i-t-Z-p) 

Quare , cum fit C fy dx 

erit sdx='^-^ -fdxA-spdy +ysdp + 

ydy ^=.Adp. Sin autem lubuerit arciim s eliminare , habebitur 

I • 'X ^ lydx) (c lydx)dp 

■ex bims :equatiombusr.f=^ y— -- 

' D d » 


dx(i -i-pp) 


'xlt 


2> £ M E T ff 0 J) 0 


yt «• Adx , ypdx 

— -rr ^, — ^ > nincquc H 

( -At 4- — dji 


?r- 

)., In utroque autem cafu diffi' 


( 1 pf ) 

cile elt ad cequationem ad curvam conftrucndum accommoda^ 
tam pertingere. 

Exemplum, IV., 

t 

^4. Inter emnes cnrvas eandem aream n == fy d x continentes\, 
iefmre eam , t» qua fu l — maximum vel mimmum. 

Si hanc Qiia^rtionem cum Solutione generali comparemus 
habebimus f\_2i']dx =fy dx j hineque [^zj =y , & i ; 
reliquis litteris M~\ Q f* ]] L Q 3 j evanefccntibus. Porro erit 


VC I -^pp) 


n 


unde eritL 
P 


, & dZ — ~ 

s/ r +P/’ ) 

n* 


^n\/(i 4-P/’ ) 


n 


+ 


pdp 


n\i{\-\-pp) » 


, M= O, O > & p 


n v^( ^ ~A-TF) ' curva quarfita fequens emerget 

«equatio ; 


C + f 


A X ^ I p 


d. 


n" Ax liy/{i+ppy 

Multiplicetur hafc arquatio per z=zpdx^ erit o = C df 

, , f,ix v'(. I A-pp) ^ j p . ' 1 1 • 

+. Af — / integrata dabit : 


o = B+ Cj-\-yf 


dx ( I “4“ p P ) 


u» 


PP 


+/; 


pdp 


. r dn d ( i '+ pp) 

^ n* 


n'd\v-^pp) nd {i + pp) 
PP , v^Cl+^p) 


nv {i-tpp) 


+ 


n. 


= 5 4 . C'y ^yfALLLl-±£l) 
Hinc itaque ifiana obtinebi- 


mus cequationem o — B + c, + jr±lS^+ ' 


n- .nv'(i4-f?) 
aqua li prior per ji» multiplicata fuhgrahatur. , erit, 

O 


ti A X, X r M I N. R E L A r I V Ar 



B “f” 


■ ■ ^ 

n ( I “4* p p/ ^ ^ 


d. 


© =Bdx + 


X 


n ^(i +pp) 


+ 


n v' ( I -+•/’ /< ) 
y d p y* pdx 


, feu 


n( I -\-pp) 


n* V I -i-p p) ’ 


ex qua aquatione fi denuo n = f) d x exterminare velimus , 
prodiret tequatio differcntiaiis tertii ordinis , ex qua multo mi- 
nus quicquam ad Curvam cognofeendam deduci pofiet.. • 


SCHOL ION II. 


6 ^. Qi^ianquam, in hac Propofitione poiuimus [ Z] cfle Func- 
tionem dererminatam quantitatum x,y,p, ^ , &c. tamen Me- 
thodus folvendi patet , fi hax ipfa quantitas [ Z] fuerit fundio 
indefinita formulas irtegralcs in fe complodens. Ponamus enim 
in formula n^=/[_ZJdxy qu2E omnibus curvis debet eflfc' 
communis , effe 

d[Z]= [Ljdw -Pr [A/] dx -|- \W]dy-\' + 

exiftente TT & - 

d^z~\ - — dx 4- \_n~\dy -f- [j>~\ dp -f- '{_^~\d q Scc.- 

Maximum minimumvc autem cfle oportere formulam fZdxy 
exiflcnie : dZ = Ldn -f- Mdx -j- Ndy + P d p + Scc.- 
Jam formula /'llz^dx continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap,. 
pra?c: inde ergo fi capiatur integrale ejufque valorref- 

pondens abfcilfe a:= a-j ad quam lolutio debet accommoda- 
ri , ponatur — [H], atque [H] — /[L] <a?x = [ Fjt ha- 
bebitur formula /[ z]dx valor differentialis = n y. ( f 

+ CiLLO) ( [gl + r<7l [Fi> 

^ d oc ^ X 

— Scc.\ Deinde vero maximi minimive formula /Z dx con- 
tinetur in Cafu tertio loci citati; ad ejufque valorem differentia- 
letn inveniendum , ponatur formulse / Ldx valor abfeiflo? x — g 
refpondens acH — fLdx = V. Jam capiatur inte^^ale 

f[L]Vdx = Hf[L]dx — /[L^dxfLdx fitque, pofito 
X— 4, valor formulas /[ L ] ix/Lv;^x ~K, eodem aurem 
cafu formula: flL.^dx valor eft — [ff] , ex "quo formuix 

Bd 3 flLl 


BE methodo 

C[L'\ Vdxy cafu .V = a, valor erit — H[H2 — A", fr vocctuu 
— K — Hfl L ] 4 - A[ /L dx = W ita ut 

fic ly r= H [V] — K -y f[ L ]d X f Ld X ■, eriri|uc foimulae- 
propofux fzdx valor difo cntialis = n t-. d'x ( AT -f- [ AH F + 
. -,r,. J.(P + \ P]V+^p]lV) , dA(Q+[Q]V+\qMi') 

- 1 -x + 

&c.^). Qiiod fi jam ad hunc valorcm differcntlalcm adda- 
tur pra;ccdens per quantitatem conflantem arbittariam « multi- 
plicatus , fummaque ponatur = 6 , prodibit ttquatio pro cur- 
va quxfita harc : . » . 


0 =^ 4 - [A']('« + r) 4 -C«] («[^J + ■ 

d (P + [P](* 4 -F) 4 -.C/ 3 («^[n-+ + -i}- 

ddiOji-lQJCci + V) + + Eft 

vero hic cc 4“ ^ ^ 4" ^ dx ^ unde fi ponatur ^ 4 ” ^ 

="C j erit 'C conflans arbitraria , Sca+V — C — fLdxy 
atque » ZV} C Q Hl^ — K C/t Lz\dx -y f\JL~\dx 

fL dx. ' Hoc igitur padb , pervenietur ad curvarri qu.-tfitam ' , 
in cujus ^'quatione, quia ob [HJ & K adhuc ineft conflans da- 
ta d, ea qusfito fatisfaciet tantum pro propofita abfciflfa x~d. 
Quod fi autem formularum ambarum altera ad Cafum 4 , al- 
tera ad Cafum 5 pertineat,. tum iterum confideratio data? abf- 
ciflcE d ex calculo egreditur , eademque curva pro omni abfeifla 
■fatisfaciet id quod ynico fequenti Exemplo declarafle fuffi- 


cier. 


E X E M P L U M V. 

r ' ’ ^ " 

• * * * 

66, Inter onines curvds eidem abfcijft refpondentes » cjUA eundem 

c 1 t ■ • • /'T dx v'^ -4“ 

j ormuU V valorem recipiunt ; mvenire eam , in qua Jtt 1 

» 

fnaximum vel minimum^ exijlerite d v = gdx + W dxVCi + pp) 
.& W fun&ione^ quacunque ipfms v. , . 


Solutio hujus Qu^eftionis exhibebit curvam fuper qua corpus 

d(*fccn- 
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deiccndcns a gravitate uniformi g dcorfum , in dircdionc abfciU 
larum lolliciratum in medio quocunque rcliftcnte celerrime dc- 
labirur , inter omnes alias curvas fuper quibus dcfccndcndo 
eandem acquirit celeritatem. Eft enim \J v celeritas corporis 
in quocunque curvas pundlo , & PV exprimit reliftenriam medii. 
Qtiod nunc ' primum ad proprietatem communem v = 
y'^x(g-^lVs/( t +/’/'))» ponamus effe dPV =U d v ■> atque 
ha^c tbrmula ad Cafum quartum pertinebit; erit namque n = 

-V, & z=g+ fVVCJ +//’)jac dz= Udi/ V (i + f/>') 

+ ^ ; unde erit L = U>/(i + //) . o , 

\' ( 14 - pp) 


o. 


&F 


ivp 


Sumatur ergo ihtegrale fUdx^{\ 

fUdX t/ ( I ' + ? !’ ) 


v' C I + fi’!) 

fitque, cafu quo.v =4 ponitur., e 

ac ponatur F = He f ^ formu- 


Ix V, valor differentialls = n y. dx 


d: 


WVp 


) 


n Vi d. 


WVf 


dx- P P ) 

Porro maximi minimh’^e formula 


V C I + f i* ) 

f ^ pertinebit ad- Cafum quintum eritque Z 


V 

v'C \ +pp) 

y' V 

ideoque n 

& P 


, ^dZ — 

= 1/., & L 


dv y/f I -+/’f ) 


+ 


t dp ■ 


Zv yj V * * 

±L 2 j±^.-. M=o., 

v /Tc i +ppy Deinde vero, ob v = fdx(g + 
PF /( I +//) ) 5 erit l^z^=^g+PFy / ( I +p/>), 8 c d[^ 2 ]=- 

Udv V ( I +/>/>)■+ unde [L]=t 7 v/(i +//).,. 

o..[y] = o, & [P]= — Ponatur, fii 


poft integrationem fiat x=:4 ,' — ^ Vl.1 +f£) 

2 z; ■y/;z;- 


fitquee 


'ti6 


DE M E T ff 0 D O 


—fudx\^(i+pp) IVdx)/(^+fp)4y^'j +pp\ ■ 

fitqwe^r (K+fc -2V7 v 


atque erit 


formula; / ^ ^ L) valor dlfFcrcntlalls 

y V 


T: 


nv. tdx ( -^ d (i ~,~ 

'■ A X t' t 
WTp 


P 


+ 


JVTp 


) 




+ 


(i +/’/') ' v(i+/’i'y ' v^i+fi») 

). Ex his duobus voloribus diffcrcntialibus inventis 

JVVp 


l+PP) 

nafeiturpro curvea qiinefita fequens a?quatio , o 


« d. 


+ d{ 


+ 


integrando, B 


V (i +PP) 


\/v(l+pp) 
fUdx v' ( I "i" P p) 


ergo 


V v ( 1 + />/> ) ’ •^P p) 

JV pCccV +t)^ Ateft«F+r 

^r(i+pp) 

(« H+ Qiiodfiei 

^ 2 V V ^ 

ponatur a H+ K = C, erit C conflans arbitraria , atque quan- 
titas definita a omnino ex sequatione evanelcet ; ideoque cur- 
va quxfita defideratam proprietatem pro quavis abfeifla poffi- 
debit. Pro curva quarfita habebitur ergo ifta aequatio : 
/UAxsP(i+fp_) ri + py) r ^-^C 4 ~ 

nn.sfu+pp '..,+„) a; 

B UAx ( I •+•?/') 


2 v V V 

B Udv \^( 1 U d 


p 

[7 // X / r T -f - pp) 

yV V V 


+ 


+ 


dv 


JV^ V * 2 Wv^v 
dx y/ (^l + P P ) 

2 v / V 


+ 

^ Wp 

Cum autem fit dv 


gdx:\- PVdx ^ habebimus fadla fubftitutione . 


hanc- aequationem ■ ^ ff 


g d X 




^ U d 06 


+ 


JV p^ / ("4"^^) 2 JV V V V * JV^ / V 

' iJJlA^ H±±Pi) == - 

JV‘p {l ^pp) V ^ V 

2 g Jd p^ d X 

— — — zgBUpdx\/ (^1 +pp'). Multiidicetur hsexqua- 

tlo per dv , & in primo termino loco dv fcribatur gdx + 

Wdx 
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IVdx 1+//), ac dlV loco Udvi quo fado, habebitur 
ifta afquatio - — — + i B d/> — 


gp’’ dv 
iVv v' V 


IV I + pp) 

2 fppdw 2 gBpd ^V \^(l+pp) J- T ^ c • 

- ^ t ' j qucT divila pcr/>‘ fit m- 


/r* Vv 


tegralis j eritque ajquatio integrata harc, 2 C 


2 B 


2 gBVCi-i-pp) 
" i^p 
d V gr d x 


-/ 5 ~ » ^ 

W V V 


gB iPy^i+pp) — gp 


Cp / V — B V V 

Yk V ' ( nafcitur xquatlo a r.efiftentia W iibera 

h^c, (C/ — B)dv=gCpdx+gBppdx — SJpi 5 y(^^+PP) 
Cum autem IV fit flindio ipfius v data , ope «quationis IV^v 
— ^ ^ 3 dabitur p per v \ qui valor u in 

praecedente aequatione fubftiruatur , dabitur dx pct v Sc dv i 
hincque <;urva quaefka poterit conftrui. 


Propositio VI. Problema. 


67* hiter omnes curvds proprietste e:ommum A prdtditsis , de- 
terntinare e^m^ inqud fit funSiio quacunque ^ cum ipfius illius exprefi 
fionis A > tum ulius cujuficunque IJ ^ maximum vel minimum. 


S Q L U T I 0 .. 

Sit d A vHoi diffcrentlalis cxprcffionis atque valor dif- 
fercntialis exprcflionis B ; habebit fundionis illius ipfarum A & 
J 3 3 quam maximum minimumve effe oportet, valor diiferentialis 
hujufmodi formam ctdA + GdB\ in qua conftanres <* & € a 
ratione compofitionis qua exprefliones A Sc B in illa fundione 
inter fe permifeentur pendent > ita ut valores obtineant deter- 
minatos ab abfdlfe quantitate j cui folutionem accomodatami 
effe oportet pendentes. Quoniam vero expreflionis Aj qux 
proprietatem communem complcditur> valor diiferentialis eft 
Eulcri de Max. ^ E e 


.'iiS t> s u n t H 0 n 0 

JAi hujus multiplum quodcunque ydA addatur ad valoreA 
difterentialem ad A + QdB c\^xc{Cionis , qux maximum mini- 
mum ve ede debet, ac fumma ( '*-^y)dA-\-ZdB nihilo xqua* 
lis poiitj dabit xqiiatlonem pro curva quxfita. Habebitur igi- 
tur ifta xquatlo (a A-y^ d A Qd B = o , feu («4 - ;■ ) .'dA 
■^^■^dB — o; in qua, ctiamfi 6 fint quantitates conftan- 
tes determiratx , tamen , ob y & quantitates condantes ar- 
bitra: ias , coeiheientes- valorum d Adc d B , qui funt ( '^ -h y)d 
& G/ evadent conflantes arbitrari» magnitudinis. Harum igi- 
tur loco fi feribantur littcr» | habebitur pro curva quxfi- 
ra irta xquatio ^dA +)]dB = o. Qtio-circa ad Problema 
folvendum , expreffionum A &c B y quarum altera proprietatem 
communem continet , utriufquc autem funclio quarcunque ma- 
ximum minimumve efle debet , fingulatim valores differentialcs 
d A dB capi oportet, eofquc, per quantitates conflantes ar- 
bitrarias , quafque multiplicatos nihilo xqiiales poni , quo pa>fto' 
refultabit ifla xquatio ^dA + ^d B = o , qux naturam curv». 
quxlits exprimet* E. L 

C o R O L L. I. 

68. Natura igitur curvx fatisfacientis tantum ab expreflibnl- 
bus A Sc B pendet s neque ratio fundionis ipfarum A &c B, qux 
maximum minimumve effe debet, ullo modo in computo ma- 
net j fed quxeunque fit fundio , eadem folutio prodibit. 

C o R o L L. I L 

6p. Quxeunque itaque ipfarum A fc B fundio , jntef om- 
nes curvas eadem proprietate A gaudentes , debeat effe maxi- 
mum vel minimum; folutio perinde fc habebit, ac fi , inter 
omnes curvas eadem communi proprietate A gaudentes, ea re* 

quiratur , in qua. exprelEo altera B maximum minimumve obti- 
neat valorem. 


il A X. B T M 1 N. R B L A T 1 y A. 

» 

C O R 0 L L. III. 




70. Qiiod fi ergo expreifiones A Sc B cjufmodi fuerint for- 
mui,T , quarum valorcs diftcrcniiales dA^dB non pcndeanta 
magnitudine abfcilfe x cui refpondent ; quod, evenit , fi ilis 
formuls pertineant ad Calum vel primum vel quartum, fecun« 
dum riofiram enumerationem Capite prscedenre ' §. 7 fadlam , 
lutil curva inventa pro quacunque abfcLTa sque fatisfaciet. 

C o R o L L. IV. 


71. Eadem Solutio locum habebit fi , inter omnes curvas 
quarum conimunis fit proprietas fundlio quxeunque ipfarum A & 
B , ea requiratur in qua alia quspiam carundem A Sc B func- 
tio fit maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu perve- 
nitur ad squati onem ^d A-\- dB — o. in qua ^ Sc n fint quan- 
titates conflantes ad arbitrium accipiends. 

Exemplum I. 


72. I/fter emms curvas aMb cum axe AB eandem aream Fig. 20 


fyy dx 


fy d X continentes , invenire eam in qua fit 


- minimum, 

X 


Qusftio hsc initur, fi Inter omnes areas squales qus intra 
ordinatas extremas Aa & Bb atque bafi AB formari pofTiint, 
defideretur ca , qus habear fuum centrum gravitatis in loco infi- 
mo pofitum. Sumpta enim curva quacunque aM b, pofitifque 
abfcilfa A P = x , applicata P M “7 , erit portionis a A P M 

centrum gravitatis a bafi A P remotum intervallo = — fi ? j ^ ; 

^ 2J fi d X 

quod adeo- fiet minimum , fi reddatur hsc- exprelfio 

minima, Habemus ergo binas has formulas fijdx Sc fyydx, 
quarum valores differentiales funt nv. dx. i Scnt.dx. ly , ex 

E e 2 qui- 




ijo hEM£tnob 9 

quibus pro curva quxfita ifta colligitur equatio ^ 
fcu y = c, Quarftioni igitur fatisfacit linea redla « G bafi A B 
parallela fcu horizontalis , atque parallclogrammum rcftangulum 
A <* G B , prae omnibus aliis figuris ut A a b B cjufdcm arcae , hac 
gaudebit prxrogativa , ut ejus centrum gravitatis ad bafin A B 
proxime accedat. Quod fi ergo « A B G concipiatur tanquam vas - 
aqua repletum , fi fuprema aquae fupcrficics « G fefe ad fitum 
horizontalem conipofuerit, tum aqua habebit fimm centrum gra- 
vitatis profundius fitum , quam fi ejus fuprema fuperficies aliutn 
quemcunque fitum teneret. 


Exemplum II. 


fig. 73. Inter omnes curvas ejufdtm longitudinis DAD, invenire 
eam aux habeat faum gravitatis centrum quam prefundijjime fitum, 

f X d X ( I -f- p p ) 




qua fit -f dYTTr+Tp*) 


mmimum. 


Jam ' intelligitur Solutio hujus Quseftlonls datura efie curvam 
Catenariam 5 namque fecundum leges Staticas catena ex pundis 
D & D fufpenfa ejufmodi induet figuram ut ejus centrum gra- 
vitatis maxime defeendat. Quamobrem inter omnes figuras , 
quas catena inducere poteft, quse quidem omnes ejufdem funt 
longitudinis , curva Catenaria orietur, fi quarratur ea , in qua fit 

f X dx </{1 

jf d X \/ (_ I pp ) 

centri gravitatis G ab abfeiffarum initio A. Cum igitur habean- 
tur bins ift® formuliE fdxfi ( i & fxdxsj ( 1 +/>/) ; 

quaerantur earum \ alores diffcrentiales > qui erunt, prima? = — 


minimum ; quippe qu$ exprelfio dat diftantiam 


n vl d. 


y Sc alterius 


n v, d. 


xp 


ex 


V ( I Hhfi’) ^ VC I -i-pp)^ 

quibus nafeitur pro curva quxfita ifta aequatio t d. ^ ^ j + ' j > /> ) 

~ ,/7 /‘ f - — t > & integrando = -77 — ^ ^ 

v(^+ppj ° Vi^+PPl VCt+PP) 



•N 


o 


22 T 


+ l>i fcu X e 


A X. :e r m 7 relativa. 

= +ft\ &Jx= Hinc 

f l>ps/il+pp) 

ergo fiet y ^fpdx = — hf quibus arqua-: 

tionibus CU! <1* :onftruetur, eritque curvae longitudo fdx [i jf. ppy 
= ' ~ "y + Cenjl. = -y +y: Hinc alia Conftrudio, defi- 
niendis X & jr per / formari poterit : erit nempe p =z= ^ 

& , fi initium capiatur in A , ubi fit / = «. , ponendum eft 
/=o, ita ut fit unde fit VC i+/>/) = + j 

& dx\l(^ I -\-pp') — ds = 


dxt/jbb+ ss), sds 


hineque dxx=z—f ^^ — , 
^ ^/{hb+ss) ’ 

.... bdi 


&x— Porro erit = _ 

atque j, = ^/ 

dinatas orthogonales x Sc y deducetur ex aequatione x c-=±=i 

. yk^ . +J jl . fi defideretur fuper axe AP , qui eft dia. 

meter , & pro initio abfciflafum in A fumpto , ubi eft ;> = oo 
poni oportet t = — !> ■, eritque {x + b^p —y v' ( i + //. ) ’ 

hineque (^x~\-b'y' pp':=.hb-\-bbpp ^ Sc p ^ 

h dx 


,> ideo- 


b dx V(xa: + 2 bx f 

que dy := y/(xx+2bx) » aequatio pro Catenaria 

nota. 

X E M ? r U XI II I. 

74' Ixter emnes curvds ejafdem lengitttdims j determinare eOm 

in qua fit _j_ppj- minimum i de mt ante S fundtionem. 

quamcunque arcus curva s = fd x V ( i + p p ). 

In hoc Exemplo continetur inventio curvre CatenaricP , fi ca- 
fuerit ubique uniformiter crafla^ led cujus crailities ar— 

E c 3, cui 


# 


;z2 
cin s 


DE U E T n O D 0 


refronckns cft ut S fiinclio ipfius /. Tum enim exprimet 

fSdx\J ( 1 +//>) hujus carcnx pondus, & ^fSflxViT+p^f) 

altitudinem ccnrri gravitatis fupra abfci/Iarum initium ; qux cHe 
debet minima. Principio quidem hic cafus in P iemate prae- 
cedente non contineri videtur , quia formula arcum exprimens ip- 
fa f'dx\J 1 +f>p^ non ineft in maximi minimive expreflione 

~^PPj quippe qux eftfunclio duarum aliarumfor- 
j'Sdx\/ ( I +pp) > H FF M 

mularum integralium. At cum fit S fundtio arcus curvae s , at- 
que d/ =dx\J ( I -!-/'/>) > erit fSdx v' ( i -+-//>) ^=fSds , 

ideoque fundio ipfius/: ex quo expreflio j 

fundio formularum fdx \/( i ~f~pp) Pz fSxdxsJ ( i -h />/»), qua- 
rum illa proprietatem communem continet. Idem igitur eft ac 
11 quxrere deberemus inter omnes curvas aeque longas eam in 
qua fit fSxdx\J ( I -f- p p') minimum. Cum jam S fit functio 
ipfius s=^fdx V (!+/’/’ )} pertinebit hxc C^ixfiio ad Propo- 
fitionem prxccdcntein , eumque calum qui §. 6o cft pcrrracftacus. 
Scilicet erit Z ~S'x V ( i+pp) i unde , fi ponamus dS ~ 
T ds , fiet d Z'=x,'T ds ;/,( i +.pp) -f- Sdx \/ (^ "b 

^ ita ut fit L = a: T V r I -b^/> ) ; Af = S\^( i -^pp ) , 


^{,i~^pp)\ 

N=oSi P 


S X p 


r( 


Jam ob 

I +pp) 


o , obtinemus ex 


eodem loco citato ftatim hanc xquationem 

— fx Tdx\l( r + Pp))p Sxp f^^dy/Oi+PP) 

'^c^+pp) )/(^+ppy p' 

-f-C — fx Tdx v^( I + Sx = o. At eft Tdx i ~f~pp ) 

z^Tds=dSi unde habetur — ^ ^ ^ x — 

fxdS^= o , ubi J 6c^C funt quantitates arbitrarix. Differentic- 

= o , fcu 


tur haec xquatio, fietque 
Sdx v' ( I +// ) = — 


ppV(i-tpp) 

cdp __ 


Sdx 


PP 


S ds. Qj^tare cum fit S fundlo 

• ipfius 
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j, integretur Sds, eritqce integralcj quod lit = i?, pon- 
dus catenx longitudini s refpondcns. Fiet ergo integi ando 

= i? -r C; &, fi initium curvat capere placeat in loco A, ubi 

* • ^ 
curvas tangens eft horizontalis , erit C o , atque p = 


V( CC + R R ) 


K. 


K 

d s 

d X 


idcoque dx 


Hiitc ergo porro erit 1 4-7’/ ) = 

bus arquationibus curva ira poterit conftrui, ut ftarini ad quam- 
vis catena’ longitudinem tam abfeifla quam applicata reipon- 
dens definiatur. Manifeftum autem eft cafu quo R^=:s , hoc 
eft quo catena, ponitur uniformis craflitiei , tum prodire Catena- 
riam curvam ordinariam. 


S C H 0 L 1 0 N. 


75. Nifi hujus Exempli convenientia , ‘ tam cum ifta Propo- 
/itione quam cumprarcedente, eflfet obfervata , tum Solutio qui- 
dem per regulam generalem abfolvi potuilTct : verum ramen' 
multo prolixior evafilfet. Quo autem nihilominus Methodi ge- 
neralis ufus cl.irius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum* 
fecundum generalia prxeepra refolvere vifum eft. Qiia^ratur ini- 
jur inter omnes curvas ejufdem longitudinis x =y^v/'( j ,, 

ea quae habeat valorera expreflionis hujus 7Sxdx \/(i + pp) 

fSdx^{l.\rpp) 

maximum vel minimum j' exiftente S funiftionc quacunque arcus- 
curv® s. Et quoniam nondum fu/jaicari licet confidctationcra 

datje abfcillae , a qua valbr differentiaiis expreflionis 

pendet , ex calculo cflTe cgreflTuram ; ponamus huic Qusltioni- 
tantum pro data abfei/fo longitudine x=a finisfieri oportere.- 
Ab hac longitudine quidem formula? communem proprietarem'- 
eontinentis /<s/x Ci4-//) valor diftcrcntialis non pendet 

quippe- 


Z)£ METHODO 


i I 4 

quippe qui conftantcr eft 


/ut. d. 


; at in ma* 


V * +;'/> ) 

• • ... [f fSxdx \^ ( \ -{- pp) r 

ximi minimive expremone ^ ^ ^ — ; ponamus , eam 

‘ jSd^v{i + ip ^ 

quo .V ^== 4 , fore /S xdxyQ 1+// ).^= ScfSdx v' (i +//>) 
= B : illius vero numcraroi is /Sx dx y/ ) vnlorem dif- 

fercnrialem effe = dJ denominatoris vero /iVx \/( i +//) 
valorem diflcrcntialcm clTe = d B. I"ii'K igitur maximi mini- 
mive exprcflionis , qnat, cafu x =4 , Rt — 


tialis erit 


BdA — AdB 


B B 


= — , valor diiferen- 

B 

, qui multiplo cuicunque formulx 


communis valoris differentlalis — • nv. d. 


xqualis po- 


fitus dabit xquationem pro curva quxfita. Jam ad valores dif- 
ferentiales dASedB inveniendos, confideremus primum formu- 
lam fSdx\l{\^pp')y qu« fecundum enumerationem §. 7- 
Cap. prxced. fadam , pertinet ad Cafum fecundum : quo erit 
Z = S \l (i +//'>>} & pofito d S = T ds , erit d Z = 

Tds\/(^i + />/) + Comparatione ergo fada, erit n—s; 

L==Ty/Cr+pp).M=::o.N==o, 8cP==--^l— : 

I V ( i ~i-pp) 

tum vero ob n=s=fdx / ( i -h//) , erit [ zj — VO-h/p) 
& [A/] = o. Cy] = o, & [fj= — ?- 


= T 7 ~ri s* lu* 

fTdxV(i+pp) =/Tds-=S. 
t , fiat = G, eritque F= G, — S. 
Quamobrera habebitur formul» /"iVxrv/f i-^-pp) valor differcntialis 


inatur intcgraleJ^Li^x: 
rujus valor , cafu x= 


dB 


»ii.d(_ 


Sp 


+ 


f(G 5-), 


»»', d. 


9J. 


^ v^Ci+rp)- 

Altera porro ioxmMbi J S x d x y/ { i-\~pp) pariter in eodem Ca- 
fu fecundo comprehenditur , eritque Z Sx ^ p p) Sc 

dZ^Txdsy/Qi+pp') -i-Sdxy/ ( » +// ) + ^/{ ' i ' +^ppj 

jinde fit n=j:j L~Tx\fC M^SV( i+pp)i 

* N=q 


MAX. n M 1 N. RELATIVA. 


^ 

J 


N=odc P~ — r. Deinde , ob ri — / =/eix^/ (i+pp), 

K'{ ^ PP ) 

erit, ut ante, [ 2 ] = v' (t +pp') 5 = o, [ ^] — o, 

& [Pl= — - — t •.. Nunc fumatur inregrale fhd x = 

^/ {\ +pp) . r 

J'T xdx\(^\-^pp^ xds = fx dS , cujus valor, poli- 

to x =:rf , fit = H; erit F—H — /xdS\ hincque prodi- 
bit iftius formul» valor ditfcrentiaiis. dyi = 


• • 


• • • 


S xp p C H 


fxdS ) 


V( ^ ^ PP) 


) 


V 


. d. tL^+lAAd^, In. 

V( 1 + f/’) 


ventis ergo valoribus dA 6c dB, a:quatio pro curva qujefira erit 
^B'-d. ■ „ — Q Ad. ■■ . +QBd. = o , 

v(i+?p) V(^+pp) ^(i+pp) 

ct BV — ^AGf+gBHp + I^BpfSdx _ 


& integrando 


C; ii 


/ / — \ > rn 

yj + p p) 

qua ifi, 6 > & C fiint conflantes arbitrande ^ 8c G &c H conftan- 

B A G 

tes determinata?. Quod fi ergo ponatur 4 - — +H=bic 

Q 

— = f , erunt b 8c c conflantes arbitraria? , atque conflantes 

determinata? G &c H n definito abfcifTa? vaJore x == a penden- 
tes omnino ex aequatione evanefcentj ita ut Curva inventa pro 
quavis abfeifla gavifura fit defiderata proprietate : ejufque requa- 

tio erit haec f = , fcu = i, +/Sdxi 

quae differentiata dabit Sdx = — pp ' ^(i-lpp) ’ ^dxs/ (i-^-pp) 


Sd. 


Ponatur, ut {ufx^L,fSds~R, itautjR 


pp 


pondus longitudinis catena* s reprafentet , erit R 


-f Conji., 


quae efl ipfa aequatio-, quam preecedenti Methodo elicuimus. Ex 
hac itaque folutionc intclligirur, quemadmodum per Methodum 
generalem hujufmqdi Quseftiones refolvi polTint, fi proprietas 
communis non ingrediatur in maximi minimive expreflionem ; 
quod ut clarius intelligatur .unum adhuc hujufraodi Exemplum 
appofuilTe fuiiiciet. • ‘ 

: ' Euleri de Mas. Mi». F f E X E M- 


5)jE M ^ t H 0 h 0 

Exemplum IV* 




l'ig. 14. 7^. Inter omnes curz>ns ejufdem longitudinis D A 13 dat a /tbfiif* 

fe AC = a refhondentes , eam definire au a comprehendat > aream 
DAD, cujus centrum gravitatis G fit vel altijfime vel profundifi 

1 V X d X 

fime pofitum , feu in qua fit "jy maximum vel minimum. 

Proprietas igitur, communis eft fdx\/ (i ■\-pp')> cujus va- 
lor difFerentialis cuicunquc abfcifTa: x reipondens eft = — 

' X ci X 

n ¥. d. 77—^ r. Maximi autem minimive expreffionis — 

sf(i+fp) ^ ^ ' Jydx 

valor diffeientialis pendebit a prjeicripta abfcillx longitudine 
xz=:ai qui ut inveniatur; cafu quo .vr=:<f , fiat fy x dx-=^A^ 
hujufque formula' valor difterentialis fit = dA^ qui per Regu- 
las fupra datas invenitur = n v. dx.x = n y. xdx. Porro , eo- 
dem cafu x^= a , abeat altera formula fy dx in B . fitque ejus 
valor difFerentialis = dB ^ qui per Regulas datas repetitur 
b=: ny. dx i ira ut iix d A = n y. x dx Sc d B = ny, d x. Ex 

his, maximi minimive expreflionis > qua: , cafu x = it 5 


abit in — 5 valor difFerentialis erit 

B 

7t V C B X d X d d X y 


BdA 


AdB 


BB 


BB 
f 


, qui multiplo valoris difFerentialis 


nv.d. ^ a qui ex proprimte communi prodiit, aequa- 

lis pofitus dabit pro curva quatfita iftam aequationem « d. 7/pp^^ 

Bx dx—— A dx c' A , . , , - , 

= ^ g oit — = ^ j erit h quantitas conflans de- 
terminata, quam pratbet formula , fi ponatur x = a ^ 

i y 

Sc »B ponatur = cr, erit cc quantitas arbitraria. Hinc ha- 


bebitur ifta pro curva aequatio ccd, -77-^- 




xdx 


hdx , 
qua: 


f 




/ 
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2 — zkx+ hb-, ergo 4^^V/ 

XX — - 2 hx .{-b b 

(xx — 2hx-{-bby) 

x s * ubi 


q“* ““s"» <1« '> ■ ( r + l/j 


(xx — 2 hx-\hb J ^ ( I +//) } atque f 


iy. 


(XX 


V 

2 b b ) dx 


f-. Qiiocira CTU j. ^ 

conflantem bb ^ pro arbitrio , five affirmativam , five negativam 
accipere licet. Hxc autem curva Qu^flioni fatisfacit tantum 
cafu 5 quo x — x} atque ut fatisfaciat litterx b is tribui debet va- 

lor quem , cafu x = a , recipiet expreffio j 9^0 valor 

h determinabitur. Cceterum notari convenit hanc curvam efle 
eam qux vulgo fub nomine Elaflicar efl cognita. 


C A P U T VI. 

Ivlethodus , inter omnes curvas pluribus propriet ati- 
■ bus communibus gaudentes , eam determinandi 
qua maximi minimive proprietate Jit pradita. 

Propositio I. Theorema. 

^ I . UrvA , ^UA inter omnes omnino curvas habet expreffionem 
CL A + GB maximum vel minimH7n , eadem fimuL ita erit 
comparata y tit inter omnes eadem proprietate A pr adit as contineat 
valorem formula B maximum vel mininfum, 

I 

DEMONSTR_AT 10 . 

Ponamus inventam efle curvam , In qua inter omnes alias ei- 
dem abfcilfae rcfpondcntes valor exprefllonls « >4 + G B fit ma- 
ximus > quod enim de Jnaximo deraonftrabitur , idem mutatis 
mutandis de minimo valebit. Denotant autem litterae A SclB 
liic nobis ejufmodi formuls vel expreffiones indeterminatte/in 
quas Quceflio' de maximis & minimis cadere .queat j tum vero 

■ F f 2 
% 


2:8 DE Ut 'E^Hbhfy 

i 

s 

et Sc Z funt quantitates conflantes qusccunquc. Delign^ mus jam 
iftam curvam , in qua fit -f-CB maximum, littera Q, quo 
eam facilius fine molefta verborum deferiptione indicare quea- 
mus ; Nunc concipiatur alia quarcunque curva R eidem ablciflic 
rcfpondens , qua? recipiat formul* Jl eundem valorem , • quem 
tenet curva Qj in hac igitur curva R expreffio etA+ZB mi- 
norem occupabit valorem , quam in curva Qi eo quod in cur- 
va Q^exprelTio ctA QB omnium maximum valorem fbrtitur. 
Quare cum in curvis Q Sc R expre/fio yi eundem obtineat va- 
lorem, atque in Qexpreflio €J 5 major fit quam in curva 
R ; fequitur in curva valorem expreflionis B majorem efle 
debere quam in curva R. Cum igitur R curvam quamcunque 
denotet , quae cum Q communem valorem formulx A recipiat ; 
manifeftum eft inter omnes has curvas R curvam f^^efle illam , 
in qua formula B maximum habeat valorem. Ex quibus con- 
ficitur , eam curvam , qua? inter omnes omnino curvas habeat 
expreflionis et A + gjB valorem maximum vel minimum , ean- 
dem curvam fimul ita effe comparatam , ut inter omnes alias 
curvas fecum eadem communi proprietate A gaudentes polfi- 
deat maximum minimumve valorem expreffionis B. Quauquam 
enim Demonftratlo tantum ad maximum eft adornata , tamen 
eadem , translatis verbis , ad minimum accommodabitur. Q. 

E. D. 

C O R O L L. I. 

2. .Vicilfinr Itaque intelfigitur , fi curva debeat inveftigari 
qus inter omnes alias eadem communi proprietate A proditas 
exprelfionem B fit habitura maximum vel minimum ; tum qua- 
fito fatisfieri , fi abfolute inter omnes curvas ea definiatur , in qua 
fit e^A + QB maximum vel minimum. 

C' o R O L L. II. 

3:- In folutionem igitur hujufmodi Problematum binse novae 
ingrediuntur conflantes arbitrariae « & quae in ipfis expreffio- 

nibiK 
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nlbus A Sc B non Inerant: ha? autem unius dumtaxat cdnftantis 
vicem fuftinebunt > quia earum ratio tantum in computum. ve- 
nit. 


COROLL. III. 

4. Quod fi ergo, inter omnes curvas eadem communi pro* 
prietate A gaudentes , eam definiri oporteat in qua fit B maxi- 
mum minimumve ; tum utriufque expreffionis A Sc B capiantur 
valores difFerentiales , qui , per conflantes arbitrarias feorfim 
multiplicati & conjundim nihilo «quales politi , dabunt arqua- 
tionem pro curva qu«fita. 

C O R O L L. IV. 

5. Simul etiam pcrfpicuum cfl perinde efle, five inter om- 
nes curvas eadem communi proprietate A gaudentes, ea quae-- 
ratur in qua fit B maximum vel minimum ; five viciflim inter 
omnes curvas eadem communi proprietate B gaudentes , ea qu«-- 
ratur in qua fit A maximum vel minimum. 

$ C H 0 l I 0 K. 

' 6 . Qii« > cum In hac Propofitionc , tum in annexis Corol- 
Ibriis , tradidimus , ex Capite prxcedente jam funt planilfima : 
quippe quibus continetur inverfa Methodus refolvendi Proble- 
mata, in quibus, inter omnes curvas eadem communi prqprie- 
■ tate gaudentes , ea quaritur qu« pr«dita fit maximi minimi ve 
alicujus indole. Neque vero idcirco idem argumentum nos tan- 
tum repetivifle cenlendum efl ; nara eandem veritatem , quam 
ante modo fatis prolixo elicueramus , hic admodum fuccimfle & 
breviter dedimus demonflratam. Quocirca eo fortius altera^ 
demonflrandi Methodus- per alteram confirmabitur , ob fum- 
mum utriufque confenfum : atque fi cui prior Methodus non; 
fatis perfpetfla , propter tantam infinite parvorum compagem ,' 

nimis lubrica & incerta videatur, ei Dcmonflratio hic dataom-- 

pf , nem 
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nem fcrupulum adimer. Deinde , fi quis de pfjclentis Propd- 
fitionis converfione in Coroll. i 6(51.1 etiamnum dubitet , ci 
prior Mcrhodiis pleniffime fatisfaciet. Interim ratio converfio- 
nis ex fc latis tuto inferri poreft. Cum enim curva quee 
inter omnes omnino curv.ls habeat + CB maximum vei mi- 
nimum , ita fit comparata , ut inter omnes curvas eadem com- 
muni proprietate gaudentes , habeat B maximum vel mini- 
mum j quicquid loco » 8c S accipiatur } necelTe eft ut convenio 
sque pateat , fiquidem coefficientibus <z Sc S fumma extenfio 
tribuatur. Hocque adeo commemorare, hujufque ratiocinii va- 
liditatem declarare vifum eft , ut in fequentibus , ubi eodem 
utemur , nullum dubium relinquatur. Hanc enim Propolitio- 
nem , etfi proprie ad Caput pra?cedens pertinet , huc tranftuli- 
mus , quo eadem Methodo proprium hujus Capitis argumen- 
tum facilius pertr.i(5lare polfimus; quippe quod, fi altera Me- 
thodo expediri deberet , prolixilfimos requireret calculos , ma- 
ximafque differentialium omnium ordinum tricas. Interim ta- 
rnen , quantum fieri poteft , dilucide oftendemus omnia , qua? 

hic trademus , per Methodum fuperiorem confirmari atque etiam 
.elici pofle. 

Propositio II. Theorema. 

7 . curva, inter omnes omnino curvas eidem abfcUfa refpon-’ 

■ cL-nies. , habet valorem exprefftonis «A-|-CB-hyC maximum vel 
minimum-, eadem curva fimul ita erit comparata ^ ut inter omnes 
cjraas, qua tam exprejjlonem A quam exprejjionem B communem ha^^ 
bent , pojjideat vale/rem exprejfionis C maximum vel minimum. 


E M Q N S T R ji T 1 O . 

Ay B&c c formulas inregrales vel 
nrices- ^i^^®®di , qua?- maximi minimive lint 

- ^ curva , qux mter omnes ommno curvas 

habeat 
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habebit valorcm «yf-f-CB + yC maximum vel minimum j at- 
que concipiatur alia qujecunque curva R , in qua , cum expref- 
fio A , tum B , eundem obtineat valorem quem obtinet in cur- 
va Q; quo poiito expre/Iio compofita 4* SB eundem habe- 
bit valorem in utraque curva C^Sc R. Hanc obrem, exprefTio 
tota «,A + G B + y C in curva R minorem fortietur valorem 
quam in curva Q , fiquidem «y^+fiB-HyCin curva efl: 
maximum ; contra expreflionis ctA-^QB yC valor in curva/? 
major erit quam in curva Q^, {i»A~i-^B-{~yC ia curva 0. 
fuerit minimum. Cum igitur expreflionis portio ctA+<^B utri- 
que curvae Q^8c R fit communis, reliqua portio yC, atque 
adeo expreflio C. in cafu maximi major erit in Q^quam in R , 
in cafu minimi autem expreflio C in curva minor erit quam 
in curva R. Ex quibus fequitur, fi curva inter omnes omni- 
no curvas , habuerit valorem expreflionis «. A QB yC ma- 
ximum vel minimum , tum fimul hanc curvam Q^ea indole elfe 
praeditam , ut inter omnes curvas R quas eodem valore cum ex- 
preflionis A tum expreflionis B gaudeant , contineat valorem ex- 
preillonis C maximum vel minimum. E. D. 

• 

C O R O L L. I. 

8. Qioniam exprefliones A, B 8c C pro lubltu inter fe com- 
mutari poliunt ; curva in qua eft «A+GB + yC maximum 
vel minimum , ea fimul vel , inter omnes curvas iifdem proprie- 
tatibus A &. B communibus gaudentes , habebit C maximum 
vel minimum ; vel habebit B maximum minimumve i inter om- 
nes curvas quas proprietatibus A SeC communibus gaudebunt,; 
vel denique habebit maximum minimumve, Inter omnes cur- 
vas in quas ambae proprietates B C aeque competunt. 

Coro l l. IL 

o 

9 . Qute igitur curva , inter omnes iifdem binis proprietati- 
bus A Si B cqmnmnibus gaudentes , habet C m^imum mini- 

' . ’ Inum- 
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mumve ; eadem habebit inter omnes curvas binis proprietatibus 
vcl A Sc Cy vel B & C, seque prxditas , vel jB, vel A maxi- 
mum minimumve. 


C O R O L L. Iir. 

I 

10. Si igitur curva qua;ri debeat quse , inter omnes alias bi- 
nis proprietatis A 8c B .xqualiter praeditas, habeat expreffionem 
C maximam vel minimam ; tum quaeHto fatisfict , fi curva qux- 
ratur , quae , abfolntc inter omnes curvas , habeat expreffionem 

' a A + B + yC maximum vel minimum. 

C o R o L L. IV. 

% 

1 1 . Quoniam « > 6 , y fimt quantitates conflantes arbitrari* ; 
■ in folutionem hujufmodi Problematum tres novae quantitates ar- 
bitrati* ingrediuntur, qu* in formulis propofitis A^ B, 8c C 
non inerant: *quival,ebunt autem hae tres conflantes &[y 
tantum duabus, 

C o R o L L. V. 

1 1 . H* veto conflantes adeo jam in *quatione pro curva pri- 
mum inventa inerant; pr*tcr eas vero, per integrationes nova; 
ingredientur conflantes tot , quot integrationibus opus efl ,, ante- 
quam ad *quationcm finitam perveniatur. 

G 0 R O L L. VI. 

ij. Simili mpdo ," quo hanc Propofitionem & pr*ccdentem 
demonflravimus , oflendetur , curvam , qua; abfolute , inter om- 
nes curvas, habeat expreffionem u A +QB 4 -yC. •+'<>*'/? ma- 
ximam vel minimam , eandem , inter omnes curvas tres expref- 
liones A, B Sc C communes habentes, habituram^efle quartam 

maximam vel minimam, ' 


V 


SCHO- 


M A X. ET M I N. relativa. 

SCHOLION. 

14. Ex hac Propofitione jam fatis percipitur Methodus rcfol- 
vendi ejufmodi Problemata ad Methodum relativam pertinen- 
tia , in quibus quaeritur curva qua* , inter omnes eidem abfeifla! 
refpondentes & duabus pluribufve proprietatibus communibus 
atque gaudentes , habeat valorem cujufpiam expreflionis maxi- 
mum minimumve. Quxftio fcilicet per|)etuo revocabitur ad 
Methodum abfolutam ; ita ut, inter omnes omnino curvas , que- 
renda fit curva que expreffionem quampiam habeat maximam 
vel minimam. Hacque reductione, id commodi nancifeimur , 
ut omnia hujufmodi Problemata , ope valorum differentialium 
quos jam fupra inveftigare docuimus, refolverc queamus. Ipfe 
autem refolvendi modus eo redibit , ut omnes proprietates com- 
munes , una cum maximi minimive expreflione , fcorfim expli- 
centur ; fingulat per conflantes arbitrarias multiplicentur j & pro- 
duCta in unam fummam colligantur : quo faCto , abfolute inter 
omnes curvas , eam quatri oportebit , in qua ifta fmnma fit ma- 
xima vel minima. Hoc vero ipfum perficietur, dum fummse 
illius valor differentialis invefligabitur , nihiloque aequalis pone- 
tur. Quocirca univerfa operatio ablolvetur , fi , cum fingula- 
rum exprelfionum proprietates communes continentium , tum 
maximi minimive expreflionis valores differentiales-, fecundum 
regulas fupra datas, capiantur; finguli feorfim in conflantes ar- 
bitrarias ducantur ; omniuraque horum produClorum aggregatum 
nihilo aequale ponatur : ex quo orietur ai-quatio pro curva quae- 
fita. Sufficere itaque poflet hoc unicum praeceptum ad Qusftio- 
nes hujus generis folvendas. Verum , antequam hujus ufum 
exponamus , hanc ipfara Methodum via ante adhibita confirma- 
ri conveniet. 

Propositio III. Problema. 

i 

I T . IfJtcr emnes curvas ad eandem ahfcijfam relatas , qua binU 
proprietatibus communibus A B aqualiter fint pr adita i definire 
eam , in qua fit valor exprejfionis C maximus vel minimus. 

Eulcri De Max. & Min, G g ^ 0. 
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Ex prcf cedentibus jam intelllgitur hoc Problema folvi,fi, in- 
ter omnes curvas, abfolute qujcratur ea in qua fit aJ + CB 
yC maximum vel minimum. Ad hoc autem nofic oportet 
valores difterentiales cxprelfionum B , dc C. Sit igitur va- 
lor diflerentialis exprelfionis yf = m.dx. P ; exprefllonis B — 
Kv. d X. Qj exprelTionis C—ffy. dx. R ■, ex quibus arquatio pro 
curva desiderata erit ecP y R = o* 

Verum, quo hujus Solutionis veritas magis eluceat , idem hoc 
Problema eadem Methodo*, qua fupra in Capite prxced. ufi 
Tig. IJ. fumus, aggrediamur. Primum autem intelligitur , ad hoc Pro- 
blema refoivendum , ternas applicatas particulis infinite parvis 
augeri debere , ut tribus conditionibus pra^feriptis fatisfieri pof- 
fit. Primo enim tres has particulas adjundlas , quibus ipfa cur- 
va fatisfeciens az in novam a fe quam -minime diferepantem 
transmutatur 5 ita comparatas efle oportet, ut expreflio A,(\wx 
unam proprietatem communem continet , in utramque curvam 
aqualiter competat : Deinde etiam altera proprietas communis 
B in utraque curva eundem valorem obtinere debebit. Tertio 
ex maximi minimive natura exprelfio quoque C eundem valorem 
in ipfa curva & eadem mutata nancifei debet j quibus tribus con- 
ditionibus, per pauciores quam tres particulas tribus applicatis 
adjundias , fatisfieri non poteft. Quare prteter binas applicatas 
N n & O o , qute in figura particulis nvScoco funt audtx , con- 
, cipiatur fequenti applicatte Pp particula p5r adjici. Ac quaeratur 
primum incrementum , quod exprefllo A ex his tribus particu- 
lis affequitur quod erit = n r. Pdx -{- o w. P' dx + P TT. P"d X. 
Namque ex particula nv nafeitur incrementum riv. Pdx y con- 
gruens cum ipfo valore differentiali , quem exprelfio A ex fola 
particula n v adipifcltur. Ex fequenti vero particula o « oritur 
incrementum o«. PVjt, fcilicet, idem quod ante, fuo differen- 
tiali audtum : quia enim o u fequenti applicatae adjungitur , ora- 
res quantitates o u afficientes erunt fequentes carum , quibus par- 
ticula nr ^citur : atque fimiji ratione ex particula nafeetur 

incre-- 

f • ** 


M A X. ET M I N. RELATIVA. 23 J 

incrementum p^r. PVx; qua: omnia, fi cui libuerit calculum eo 
modo quo in Gap. pracc. Propof. 3 §. tz ufi fumus pcrfequi, fa- 
tisficnt manifefta ac perfpicua. Eodem igitur porro modo ex- 
prclfio B , cujus valorem differentialem ex unica particula n / 
oriundum poiuimus =n ». QJx-, ex tribus particulis r\y, ouSc 
p^ incrementum accipiet = n y. Q^x-i- o m. C^dx +p^. Qldx. 
Terrio exprellto C ex his tribus particulis augmentum capiet hoc 
n r. Rd X -h o Rdx -j- pTT. R!'d x. Singula jam haec tria incre- 
menta feorfim nihilo a;c]ualia poni oportet, ut omnibus condi- 
tionibus prxfcriptis fatisfiat ; unde tres fcquentes aequationes 
orientur, tada divifione per dx , 

o = n (I, P -j- Ou- P' "4“ p 'X • P' 

o = n y. ou. Q,’ + p TT. Q"" 

o = n y. ii -j- o**. R' + p w. R" 

Quod fi nunc particulae n y , o « , p tt , ad folutionem peragendam 

tantum in fiibfidium vocatae eliminentur ; orietur aequatio inter 
quantitates curvae proprias, quibus proin natura curvx exprime- 
tur. . Ad has autem particulas eliminandas , fingulas aequationes 
per novas incognitas Q, y > feorfim multiplicemus , ut habeatur 

o — ny. «P + 0«. « P' + p T. CC 

O =: n j/. G "4^ ocm), G p^. 
o = n y R +. o iy. y K p y A ^ 

m 

« 

atque formentur hinc iftae aequationes, 

o = « P + € Q y R 

o =. ot P' -f- € “f- y R 

o os P’' d' d“ y R' • 

Hic ftatim patet, fi pro y accipiantur quantitates conflan- 
tes , tum primam ■ aquationem reliquas binas ultro in fe com- 
plcifii )■ fi enim fiierit o = «;P d^SiQ-f-yP , tum fimiil erit o -= 

(iiiP yURy & 0= ceddP d- ^ddQj\- yddRi 

G g 2 
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&qula cft R!^R + dR, 

iirquc P’' = p + ijp ^diiC^Sc 

R-i~ 2 dR ~p ddR ; fiet quoque 

o = et -f- S Q -f- y 

& 

o ~ et + €Q'' + yR'. 

Quocirca ad Problema folvendum formanda cft hsec «equatio 

o et P ^ G y P > 

qu^e y fi loco & y quantitates qua?cunque conflantes ar- 
bitraruc feribantur^ exprimet naturam curvae qusefitse. Congruit 
autem omnino hxc a:quatio cum ea quam altera Methodo eli- 
cuimus, alteraque Methodus per alteram confirmatur. Q^E. I. 

» ' % 

C o R o L L. L 

15 . Omnia ergo hujus quoque generis Problemata refolvl 
pofiunt, ope valorum differentialium ex unius applicatie muta- 
tione oriundorum , quos fupra faris ampliter invenire docuimus. 

C o R o L L. n. ^ 

17. Manifeftum igitur efl, fi curva debeat inveniri qUcC , inter 
omnes alias ad eandem abfciflam relatas atque in quas binse ex- 
prelfioncs A ^ R ^qualiter competant, habeat valorem expref- 
fionis C maximum minimumve tum quteftionem redire ad hanc, 
qua^ ad Methodum abfolutam pertineat , ut , inter omnes om- 
nino curvas ad eandem abfciflam relatas , determinetur ea in 
qua ht exprelfio ct A + 6 -S + yC maximum. vcl minimum,. 

C o R o L L. III;. 

r 

1.8. Simul vero etiam hinc Methodus patet refolvendi Pro- 
blema- 
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blcmata , in quibus, Inter omnes curvas in quas plures duabus 
atque adeo quotcunquc proprietates aequaliter conveniant , ca 
requiritur qu« maximi minimive cujufdam proprietate gaudeat. 

C o R o L L. IV. 

ip. Quod fi enim , inter omnes curvas in quibus expref- 
fiones A, B y C , D aequales obtineant valores , ea debeat in- 
veftigari in qua fit exprelfio E maximum vel minimum j tum 
qua?fito fatisfiet , fi inter omnes omnino curvas ca quaeratur in 
qua fit ct A GB + y C+ <^D e E maximuni vel minimum j 
denotantibus litteris Gj y i J', e quantitates quafcunque conf- 
tantes & arbitrarias. 

C o R o L L. V. 

20. Qiio plures igitur proponantur proprietates , quae iis cur- 
vis , ex quibus quaefitam maximi minimive indole praeditam in- 
dagare oportet , communes efie debeant > eo plures in jequatio- 
nem pro curva ingredientur.' quantitates conflantes arbitrariae j 
atque adeo eo plures curvK fatisfacientes in ca comprehenden- 
tur. 

S C H 0 L I 0 u /: 

21. Ciir eo; plures conflantes in Solutionem ingrediantur 
quo plures proponantur proprietates communes, ex praecedenti- 
bus facile colligi poteft. Ponamus enim', inter omnes curvas 
eadem proprietate A gaudentes , eam invefligari oportere , in 
qua fit B maximum vel minimum: ac primo quidem conflabit 
huic Quaeflioni eam curvam elle fatisfafturam qux , inter omnes 
omnino curvas, habeat B maximum vel minimum; haec enim, 
inter omnes quoque i!'as quae fecum eadem communi proprie- 
tate A gaudebunt , habebit B maximum vel minimum. Deinde 
autem licet innumerabilia ifliufmodi curvarum genera concipi , 

quae fingula eundem' valorem exprelfionis A recipiant; in uno 

G g 3 ' quoque 
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quoque vero genere una erit curva, quae pra? reliquis valorem cx- 
prciTionis B contineat maximum vel minimum. Necefle autem 
elt has curvas raiisfacicntcs omnes in Solutione generali contine- 
ri debere. Cum igitur , ob unam proprietatem communem 
praeferiptam , numerus curvarum farisfacientlum fiat infinitus, mul- 
to magis is augebitur , propter eandem rationem , fi plures pro- 
prietates communes proponantur. Interim tamen fi valores , 
quos habent fingulre proprietates communes in curvis ex quibus 
qiia’fitam erui oportet adti definiantur, tum utique lolutit) unicam 
Curvam fatisiacientem prabebit. Conflantes ficilicet illa; eo in- 
fervient iic valores. quos proprietates communes in curva inven- 
ta obtinebunt, pro arbitrio determinentur; fic , per has conf- 
lantes, in cafu duarum proprietatum communium A Sc B , cur- 
va poterit alfignari quse datos exprelfionum A 8c B recipiat va- 
lores , atque infuper ita fit comparata ut , inter omnes infinitas 
alias eofdem illarum expreillonum A Sc B valores recipientes , 
habeat valorem alius cujufcunque exprelfionis C maximum vel 
minimum. Atque h?c eadem admonitio locum habet , fi plu- 
res proprietates communes fuerint prrefcrlpta’ ; ex quo fatis perf- 
picuum efl , quid hifce conflantibus in Solutionem ingredienti- 
bus fit faciendum , & quomodo eas ad ufum traduci oporteat: 
id quod in Icquentibiis Exemplis clarius declarari poterit. 

‘Exemplum I. 

21. I/iier cmms curvas ad eandem abfctjfam A C = a relatas , 
ejua cum inter je ejujdem jint longitudinis , tum etiam aquales areas 
D A D comq>rehendant ; determinare eam , qua circa axem A C 
rotata generet folidum maxima vel minima cabacitatis. 

Politis abfeifla A P = x , applicata P M $>c dy = pdx ; 

binar proprietates communes propofitaf funt fydxSx fdx\J > 
at maximi minimive formula efl fyydx. Quarrantur jam ha- 
rum trium formularum' valores differentiaies. Ac primo quidem 
erit formula; fydx valor diflerentialis = nv. dx •, deinde for- 

mul® 
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muljpy^^fv^C !+/►/’) valor dlffcrentialis cft = — m.d. 

& tertio formula fyydx valor dlffcrentialis efl = 

Ex quibus tribus valoribiis diffcrentialibus conficietur pro curva 


2 nv . y d X. 


qusfita ifta sequatio, o = « dx — € d. 


ccd. 


hdx -J- 'xydx 


v^Ci +i,p) 

C c d p 


( I +pp)^ 


•i~ 2yy dx j feu 


Multipli- 


V( i +PP) 

cerur hsec aequatio per p & integretur ; habebitur ff + by -^-yy 
= , I 5 ^ ^ quam ff pro arbitrio five affirmati- 

ve five negative accipere licet. Hinc porro RetCff+by+yyf 


( !+//>) ^ 
ideoque dx 


c* i P>cp 


v^r 


(ff + hy + y >’)*) 


£z 

d X 


V( 


ff +b 7 -yyy 
(■ f f 1 ^ ) dy Qijae eft^ouario nrn 

'c* — (ff+by+yy/y Hu»: *4“atiO pro 


curva Elaftica. Ingredietur autem , per integrationem unam reli- 
quam j nova quarta conflans , arbitraria j atque hifce quatuor 
conflantibus effici poterit ut curva per data duo punda tranfeatj 
deinde binis reliquis conflantibus obtinebitur, ut pofitox = ^*, 
tam area curvae quam ejus longitudo datam magnitudinem con- 
fequantur. lufuper autem, ambiguitate fignorum , qua flgnum 
radicale afficitur, alterum lignum praabebit curvam maximi , alte- 
rum minimi proprietate gaudentem. Quoniam autem in aqua- 
tione inventa data illa abfcilfe magnitudo /t non ineflj. fequitur 
curvjc inventa; portionem quamvis cuicunque abfciflse refpon- 
. dentem hac quoque gaudere prorogativa ut, inter omnes alias 
curvas eidem illi abfcillse refpondentes , & per eadem duo punc- 
ta tranfeunrcs , qua; fimul cum illa curva tum squalem longitu- 
dinem quam squalem aream compledantur, ut illa, inquam , 
curva circa abfeiffam fuam rotata generet folidum maximo mi- 
nimove capacitatis. Duo fcilicet punda, per quo curva quofi- 
ta tranfeat, ideo hic in confiderationem funt ducenda, quia cal- 
culus probuit oquationem differentialem fecundi gradus , quo 
per fe duplicem determinationem requirit. Poterunt vero eriam 

bino 
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bin® rdlqu® conftantcs , qu® ftatim in ®quatIone Inventa ine- 
rant , per piinda determinari , hocque pafto determinata folutio 
hujufmodi emerget , qii® docebit per quatuor dara punda cur- 
vam dclcriberc , qu® inter omnes alias per eadem quatuor punc- 
ta tranfcuutes, atque cum ®quc longas tum ®qualcs arcas con- 
tinentes , producat circa axem rorata folidum vel maximum vel 
minimum. Perpetuo nimirum numerus conftantium arbitraria- 
rum, qu® in ®quationc inventa cum a6tu tum potentia infunt , 
declarabit quot determinationes lint adhibend® ut curva deter- 
minetur ; h®cque deinde , Inter omnes alias curvas iifdcm deter- 
minationibus prsditas, quslito fatistacict. 


Exemplum II. 

2 3 . Inter omnes lineas eidem abfcijjk refpondentes , qua primo 
aquales contineant areas f y d x , atque praterea circum axem rotata 
aqualia generent folida fyydx ; determinare eam qua fuum gravi- 
tatis centrum vel maxime vel minime habeat elevatum \ hoc ejl m 

/. fv X d X , . ... 

qua Jit ^ , vel mqxtmum vel mmimum, 

l 

Sit abfclir® longitudo prafcrlpta, ad quam Solutionem accom- 
modari oportet, ^=ai atque pro hac abfcilTa fiat valor formu- 
1® fy d X = A, formnlx fyydx = B , Sz formvAx f y x d x = C. 
Porro fit valor difFerentialis formul® fydx = d A = d x j for- 
vc\.w\^ fyydx = dB = lydx , & formul® fyxdx=- dC 
== xdx i fumptis nimirum harum formularum valoribus differen- 
tialibus fecundum regulas fupra datas : omittendo tantum parti- 
culam n V , quippe qu® perpetuo per divifionem tollitur. Cum 
jam maximi minimivee xpreifio fit, non fimplex formula, fed frac- 
tio } ejus valor difFerentialis erit = ^ - ~ ■ 

J y dx ^ 

A X dx C dx , . . . 

Ii* ’ atque , ob proprietatum binarum commu- 
nium 'f ^fyydxvz\orcs difFerentiales datos, nempe dA==i 
dx Sc dB = 2ydXf refultabit pro curva qu®fita fequens «qua- 
tio 
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i\0 adx + 2 ■■ ^ ■ ~ ‘^^ =^0a.vcl (aA* — •yC')dx 

4 - A* ) dx -\- y Ax dx = o i in qi;a ‘ arqiiationc , cum 
«>C,y lint conftantes arbitrarlx , earum transformatione fimul 
conftantes determinat» A 8c C cx computo expelli polTiinr ; ita 
ut Solutio inventa ad omnes abfcilfas »quc fiat accommodata. 
Pervenietur autem ad hanc arquationem i>dx = m y d x xxdx ^ 
ieu j per dx divifione inftituta , h = my + » at , quar aquatio cft 
pro linea re(fla quacunque. Linea reita igitur ad axem vertica- 
lem utcunque lita, inter omnes alias lineas cum axe tam ean- 
dem arenm fydx quam idem volumen fyydx continentes, ha- 
bebit lua’ are» centruin gravitatis vel maxime vel minime ele- 
vatum. Erit autem centrum gravitatis minime elevatum, fi linea 
refta furfiim crm .axe convergat; maxime aurem erit elevatum, 

(i deorfum cum axe convergat ; hique funt ambo cafus , quibus 
vel maxima vel minima cerrtri gravitatis elevatio locum habet. 
Inter hos cafus efi medius , quo linea illa reda fit axi parallela: 
de quo dubium fuperefie poteft, titrum centrum gravitatis fit • 
vel maxime depreffum vel maxime elevatum. Verum ifte ca- 
fus nequidem in C^isftione locum invenit. Nam pofita linea 
reda axi para'lcla , ita ut fit_y = ^, tum omnino nulla alia exhi- 
beri po'efl: linea qu» pro eadem abfeifla , cum aqualem arcam 
fydx tum aquale volumen fyydx contineat : hocque ideo eve- 
nit , quod ifa linea reda , inter omnes alias lineas eandem 
aream fydx comprehendentes, minimum volumen fyydx in- 
cludat. , - 


Exemplum III- 


2 4. Inter omnis curvxs ejufdem longitudinis E) A D punUa data 21- 
D,D } ungent es , determinare eam cujus hxc fit proprietas ut y fii 
inter re&-as ' *i>erticalcs DB per horizontalem NN Cpatiurn 

N D A D NJ dau magnitudinis abficindattir 3 hujus ^^///NDADN 
Centrum gr avii a: is imum obtineat locum* 


Quan hujus Solutio eximiumhabet ufum In Hydroftati- 

Euitri X * hl*.x, ^ Min, H h , 


% 


\ 
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ca , cjrifquc ope folvetur Problema ejuo figura fintci D A D 
vafi B D D B in punAis D D annexi inveftigatur , quam induit , 
fi vafi data aqua: copia infundatur. Primo enim dum linteum 
extenfionem non admittit, longitudo curvse DAD erit data, 
deinde etiam fpatium NDADN, quo quantitas aquz infui» 
nienfuratur j erit data: ac tertio , fecundum generales Hydrof- 
tatica; & gravitationis leges, figuram D AD ita comparatam ef- 
fe oportet, ut fpatii NDADN centrum gravitatis infimum 
occupet locum. Ad hoc Problema refolvendum , ponatur DC 
— e D = , & duda horizontali quacunque M P M , fit M P 
= PM & AP erit arcus M A M = 

2fdx\'Xi-\-pp ) , polito dy =zpdx. Quod fi jam longitudo curvat 
DAD ponatur = i b ; «equatio inter x 8 i.y ita debet efle com- 
parata , ut formula integralis fdx\/(^t-\-pp') fiat = h , polito 
X = a. Porro area M A M fit = 2 fx dy = zfxpd x •, quae 
fiat = 2ff, cafu quo ponitur x = a ; ita ut tum fit /"x pdx 
= ff. Haec vero arca non ipfa eft data» led ea cum area 
N D D N datum fpatium producere debet quod fit = % c e. 
Si igitur ponatur D N = x , , erit az, ff = c ( , dxiz. =z= 

^ polito a : = a. Denique centrum 
gravitatis totius fpatii NDADN a pundo A diftabit inter- 
vallo == _:i ^ , polito poft integrationem 

X = m infra pundlum C 'igitur Centrum gravitatis fitura erit 

^ )--Lazz. -^fxypdx 

C C * 

debet efle maximum. Cum vero fit z — cc-—fxpd_x , 

a 

efle debebit h»c forma AC fxpdx — •— + 

^ 2 a A 2ci 

~~fxypd X. Problema itaque huc redit ut, inter omnes curvas 
ejufdem longitudinis data* abfcilT» D C — 4 refpondentes , defi- 
niatur ea in qua fit h»c exprelfio &fxp dx+— fxpdx — 

A- 

r 


✓ 


% 


V 
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— (^fxfdx y — fxypdx maximum , cxlftente7'= h , pofito 
X = 4. Jam quia longitudo curvx cfl; fdx v^( * 4 -/^/) > 


erit ejus valor differentlalis = — d. ■ — -j- — Dt-‘If>de for- 

. Hi+wO 

mular fxpdx valor differentlalis cft = — dx^ Sc valor dme- 
Tentialis formula’ fxjpdx -= xp d x — d. xy = — y d x. Hinc 
totius ex[)rclllonis , qute maximum efle debet , valor differentia-. 


lis prodit 


hdx — — d X dx y d X ^ quae, ob 


ff conflantes non determinatas, tranllt in hanc kdx -\-ydx\ ubi 
^ eff conhans aibitraria. Quocirca prodibit ifta aequatio pro 


curva quarfita -f- 



P . 

v' C r +ppJ^ 


quae, pcr 


p multiplicata & integrata , dabit m -f- ih -i-yy = -t > — ^ — t • 

• D ■’ j jy ^ 

quam curvam conffat efle Elaflicam , manebitque ea invariata, 
quemcunque valorem obtineat quantitas c c- Quaeffioni ergo 
propofitae ita facisfiet:, ut per data punda D & D curva Elafti- 
ca traducatur , cujus axis feu diameter orthogonalis fit redfa ver- 
ticalis AC, & cujus portio DAD datam obtineat longitudinem 
thi hocque pado. Solutio omnino erit determinata, unicaque 
curva fatisfaciens rcfultabit. Quod autem quantitas fpatii 
NDADN- = 2CC , de cujus centro gravitatis quseff io eft , pror- 
fus ex computo exceflerit , id quidem facile providere licuifTet; 
quo pado , Solutio multo facilior extitiffet. Verum dam ope- 
ra hanc conditionem , etfi Inutilem , adjecimus , ut modus pa- 
teret alia iff iufmodi Problemata , ubi talis redudio locum non in- 
venit , refolvendi, 

< 

SCHOLION II. 


25. Sic igitur expolita eft univerfa Methodus maximorum 
& minimorum indeterminata , qua linea curva qureri fo!et ma- 
ximi minimive proprietate quapiam pradita.. Iffaque Methodus 
tota perduda cft ad inventionem valorum differcntialium , qui 
ex unius tantum applicatx incremento oriuntur. Scilicet fi Pro- 

H h ? blema 
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blema poftulct , Inter omnes omnino curvas ad eandem ab^cir* 
fa:n relatas , eam in qua expreflio qiixpiam indefinita maximum 
minimmnve obtineat valorcin ; tum illius cxprclfionis querendas 
eft valor diftercntialis ; qui nihilo aequalis politus dabit aequatio- 
nem pro Curva qua-fira. Quod fi autem , inter omnes curvas 
qux una pluribufve proprietatibus communibus gaudeant , eam 
definiri oporteat, in qua valor cujufpiam expreffionis propolitee 
fiat maximus vel minimus ; tum-, tam lingularum proprietatum 
communium, quam maximi minimive, cxprclfionis qiixri de- 
bent valores differcntiales, hique finguli per conflantes arbitrarias 
multiplicari , quorum produdlorum fumma nihilo arqualis polita 
dabit «equationem pro Curva quxfita.. Ad valorem autem dif- 
fcrentialem cujufque cxprclfionis indeterminata inveniendum , 
Regulas in fuperioribus Capitibus fulficientes atque admodum 
faciles tradidimus.. Ejufmodi enim exprelfio indeterminata , live 
proprietatem communem continens:, live maximum minimnm- 
ve , perpetuo. vel eft formula integralis fimplex, vel fimdio dua- 
rum pluriumvc hujufraodi formularum integralium.. Quod vero 
ad formulas- integrales fimplices attinet j in Cap. I V §. 7 prje- 
cepta expofuimus, quorum ope ejufmodi formularum valores 
differentiales reperirl queant j ubi hanc indagationem ad quin- 
que cafus reduximus;. Quemadmodum autem fecundum Rrc 
eadem prateepta , cujufcunque fumflionis duarum pluriumve fbr-- 
mularum integralium fimpliclum valor differentialis conveniens 
definiri queat , id in ejufdem Cap. I V , Propofitione 4 , indi- 
cavimus , modumque. differentiationis fimilem atque fatis taci- 
lem expofuimus: ita ut. in hoc genere nihil fuperelfe videatur, 
quod.infuper fit. adjiciendum.. 

F / hs. 
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ADDITAMENTUM I. 


De Curvis Elajiicis,- 


J Am pridem fummi quique Geometrae agnoverunt, Methodi' 
in hoc Libro tradit» non folum maximum cfle ufum in ipfa 
Analyfi , fed etiam eam ad refolutionem Problematum phyfico- 
rum ampliitimum fubfidium afferre i Cum enim Mundi univer- 
fi fabrica fit pcrfc<ff:iffima ■, atque a Creatore fapientiffimo abfo- 
luta, nihil omnino in mundo contingit , irt quo non maximi 
minimivc ratio qu*piarn eluceat : quamobrem dubium prorfus ■ 
eft nullum , quin omnes Mundi effeiflus ex caufis finalibus , 
ope Methodi maximorum & minimorum aeque feliciter determi- ' 
nari queant , atque ex ipfis caufis efficientibus. • Hujus rei vero ’ 
palfim tam eximia exeant fpecimina , ut ad ' veritatis confirma- ■ 
tionem pluribus Exemplis ■ omnino non indigeamus j quin po- 
tius in hoc erit ' elaborandum , ut , in quovis Quaeftionum natura- 
lium genere, ea inveftigetur quantitas , qua; maximum minimum- 
ve induat valorem r quod- negotium ad Philofophiam potius- 
quam ad Mathefin pertinere ‘ videtur. Cum igitur duplex- pa-- 
teat via effc(51us Natur» cognblcendi ; altera per caulas efficien- - 
tes , qu» Methodus direfta’ vocari foletj altera ' caulas finales ; 
Mathematicus utraque par! fuecelfii utitur, - Quando ' fcilicet' 
cauf» efficientes nimis firnt aWcondit» , finales autem ' noftram ^ 
cognitionem minus effugiunt ; per Methodum indiredam Qu»f» 
tio folet refoivi : e contrmo autem Methodus dircila adhibe- 
tur, quoties ex caufis efficientibus effedum definire licet. In-- 
primis autem opera eft adhibenda, ut per utramque viam adiws • 

- ad Solutionem aperiatur : fic enim non fotum altera Solutio per 
altwam maxime confirmatur, fed 'etiam ex ntrlufque confenfU- 

H-h I fuiti»- 
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fumniam percipimus voluptatem. Hoc modo , curvatura funis 
fcu catenar fufpenfe duplici via cft eruta ; alrcra a piiori, ex 
follicitationibus gravitatis ; altera vero per Mrhodu n maximo- 
rum ac minimorum , cpioniam funis ejufinodi curva '.ram reci- 
pere debere intelligcbatur, cujus centrum gravitatis infimum ob- 
tineret locum. Similiter curvatura radiorum per medium dia- 
phanum varia; denfitatis tranfeuntium , tam a priori cft derermi- 
nata , quam etiam ex hoc principio , quod tempore brevilTlmo 
ad datum locum pervenite debeant. Plurima autem alia fimilia 
exempla a Viris Celeberrimis Bernoulliis, aliifque, funt 
prolata , quibus tam Methodus folvendi a priori , quarti cogni- 
tio caufarum elficicntium maxima accepit incrementa. Q.!an- 
quara igitur , ob hxc tam multa ac praeclara fpccimina, dubium 
nullum relinquitur, quin in omnibus lineis curvis, quas Solutio 
Problemamm phyfico-mathematicorum fuppeditat , maximi mini- 
niive cujufpiam indoles locum obtineat ; tamen licpcnumero hoc 
ipfum maximum vel minimum difficillime perfpiciturj etiamfi a 
priori Solutionem eruere licuiffet. Sic etfi figura, quam lamina 
elaftica incurvata induit , jam pridem eft cognita j tamen que- 
madmodum ea curva per Methodum maximorum & minimo- 
rum , hoc cft , per caulas finales , inveftigari poffit . a nemine 
adhuc cft animadverfum. Quamobrem cum Vi'( Celeberrimus, 
atque in hoc fublimi naturam Icrutandi genere perlpicaciflimus , 
DdnieC BernouLLI mihi indicaflet fe univerlam vim, quat 
in lamina elaftica incurvata infit, una quadam formula quam 
fim potentidem appellat , compledfi poffe ; haneque expreflio- 
nera in curva Elaftica minimam elle oportere ; quoniam hoc 
invento Methodus mea maximorum ac minimorum hoc Libro 
tradita mirifice illuftratur , ejulque ufus amplifllraus maxime evin- 
citur y hanc occafionem exoptatiffimam prictermittere non pol- 
fum, quin, hanc infignem curvar Elafticce proprietatem aCeleb. 
Berno ULLI o obfervatam publicando, fimul Methodi mcar 
uluin clarius, patefaciam. Continet enim ifta proprietas in le 
differentia ia fecundi gradus , ita ut ei evolvenda’ Methodi Pro- 
blema ifoperimetricum folvendi ante tradit* non lufficiant. 

2< Sit 
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1. S!t A B lamina Elaftica utcunque incurvata ; vocetur ar- 
cus AM=/, 8 c radius ofculi curvae MR = i?: atque, fe- 
cundum BeRNOULLIUM , exprimetur vis fotentialis in la- 
mina portione A M contenta hac formula/ , fiquidem la- 

mina ut ubique sequaliter craffa , lata & elaftica, atque in ftatii 
naturali in diredium extenfa. Hinc ifta erit curvte A M indo- 
les , ut in ea hicc expreftlo omnium minimum obtineat valorem. 
Quoniam vero in radio ofculi R differcntialia fecundi gradus 
infunt , ad curvam hac proprietate prsditam determinandam 
quatuor opus erit conditionibus , id quod cum Qiiieftionis natu- 
ra apprime convenit. Cum enim per datos terminos A & B 
infinita: lamina: Elaftic* ea:que ejufdem longitudinis infledti que- 
ant , qua:ftio non erit determinata , nili prteter duo pundta A & 
B , fimul alia duo pundta , feu quod eodem redit politio tan- 
gentium in pundlis extremis A & B pr^feribatur. Propofita 
namque lamina Elaftica , longiori quam eft diftantia pundtorum 
A & B ; ea non folum ita incurvari poteft , ut intra terminos 
A & B contineatur , fcd etiam ut ejus tangentes in pundtis hif- 
ce datas teneant diredliones. His notatis j Qusftio de inve- 
nienda curvatura lamina: Elaftica: , ex hoc fonte refolvenda , ita 
debet proponi: ut, inter omnes curvus ejufdem longitudinis ^ quu 
non folum per puncta A B tranfeant , fed etiam in his pundlis a 
retiis peftiione datis tangantur , defmatur ea in qua fit valor hu~ 

jus exfrefjtonis f minimusur 

K K 

Jv Quia folutionem ad coordlnatas orthogonales accommo- 
dari convenit, fumatur reda quacunque AD pro axe , in qua 
fit abfeifla A x ^ applicata P M = j 5 ponatur, uti Metho- 
dus tradita jubet , dy =zpdx ^ dp^==^qdx 5 erit elementum 
curvae M m = d s = dx \ 4- ^ Primum ergo quia 

curVtT, ex quibus qu^efita erui debet, ifoperimetra^ ftatuunrur , 
habebitur ifla expreilio confideranda fdx / ( 1 + quae 

cum generali/ 2 i^x comparata hunc praebet valorem differentialem 
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^ d. - 

dx ^{i+Pp) 


£ DeinJccutn fit radius ofcuU ■= 


t:« 


dp 


CldhJfJ 

9 


1 : z 


df 


R, formula/ — , qux m mmum cflc dc- 


bctj abit in / Comparetur hxc cum forma genc- 

(I +ppy'‘' 

— , & pofito dZ = Ividx + 


7 7 


tali /2 dx ; erit Z=. -— 

(!+/’/>) 

1^ dy-^F d p > erit A/=,o, y 


,P 


S/>77 




7:1 


27 


— . Valor ergo diffcrentlalis ex hac formu- 


&Q=- 

( r + /’/') 

lay — 77/ . -« . . oriundus , erit — .?• Quatnobrcra 

kS* ^ dt X dt 

p 


dx ^ ^ pp ) 


( 1 +f^ ) 

^ 4 • C# 

pro curva quxfita h;KC habebitur atquatio , d, 

= ~ ^ ^ j qua? > per d x multiplicata & Integrata , dat 

A dC A ^ 


; Multiplicetur heee a^guatio per 
rf* Pdp — — ^ d 


h' ( l ^ p p) ' ;c 

f ut prodeat 

Cum autem, ob A/=o & N = 0 , fit d Z = P dp -\-Qd^t 
erit = dZ — Qdq* quo valore loco P dp fubftituto. 


+<^dp==dZ 


QJn 


X-fdQ^ i qu» 
dcniio integrata dat «\/( i +pp') + C/. + y = Z — 


7 7 


Jam cum fit 2 == — 

i^ + PP) 

* C I +/*/ ) + S/» 4- y 




27 




s: a 


erit 


77 


(i 


( I -k-pp) 

. Sumantur confian- 


ijtes arbitrariae «, G , & y negative, eritque f = ( i + ^ 

?<v^C« 
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xVC'» v' ( I +S/ + y) 

qiiens aquatio 
d X == 


Hinc ergo elicitur fc- 

aK 


Ap 


Deinde ob dj==fdx^ habebitur quoque 

pAp 


( I ^ * v' ( I + ? f + y ) 

qua duaaquationcs fulficcrent ad curvam per quadraturas coni- 

truendam. 

4. Harum formularum fic in genere fpedatarum neutra eft 
intcgrabilis ; combinari autem certo quodam modo polfunt , 
ut aggregatum integrationem admittat. Cum enim fit 

^ 2\/(<»v^(l4-/>/>)4~S>’~^‘y) d p ( 6 — y p') 


y/ </ ( i+PP; 


+pp}+ 5 p + y) 


erit g !+/>/>) 4 - Qjq, 

niam axis pofitio eft arbitraria , conftans d fine defedu ampli- 
tudinis omitti poteft. Deinde vero etiam axis ita mutari poteft 

^?+ ^7) “"i"' Tta+^ir) 

hinc etiam tuto y nihilo arqualis poni poteft , quia nihil impe- 
dit, quominus illa nova abfcifta per x exprimatur. Hanc ob 
rem j habebimus pro curva Elaftica iftam aequationem 

2 v'(aiv'(i+//) 4 -^/’ ) = S Ar( 1 +^/)^ ■ j quae, fumptis qua- 
dratis , dat 4 «v/(i 4-//)4“4*»/ = (i 4'//)- Sit, 

ad homogeneitatem introducendam, * 

erit na dp = (^nnx x — maa^ V(*4"^/)3 unde t'P 


4 m 

A a 


& e 


4 ?i 
a a 


(^n n x X 


nn XX 


maay (i 4-/»/) i idcoquc p 

m a a 


. — -7^. Mutatis ergo conftan- 

V ( n ar ( nxx m a a ) ) dx ® 

tibus , atque ablciffam x data conftantc five augendo five mi- 
nuendo ; habebitur hujufmodi xquatio pro curva Elaftica gcneralist 

Enlcti De Max. Mix» I i 
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1^0 

dy 

di 


DE C V R 

( tr + S .Y + V ^ 
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\ c 


it 


t .'•' -f- y ^ ) 


A il 


\/ ( .1^ ( <* + £ Y + y XX / ) 


cx qua oritur 
; cx quibus irquatlo- 


nibus confcnrus hujus curva: inventa: cuin curva Elaftica jam pri- 
dem eruta manitefto elucet. 

5. Qiio autem ifte confenTus clarius ob oculos ponatur, natu- 
ram curva: E eftica* a priori quoque inveftigaboj quod etfi jam 
a Vito fummo J.;cclo Bernoullio cxcellcntillime cft fac- 
tum; tamen, hac idonea occafione oblata, nonnulla circa indo- 
lem curvarum Elaflicarum , carumque varias fpecies & figuras 
adjiciam; qua' ab aliis vel prtetcnnilTa , vel leviter tantum per- 
traiftata efle video. 

Sit Ismina Elaftica AB in B ita muro feu pavimento firmo 
Infixa , ut harc extremitas B non folum firmiter retineatur , fcd 
etiam tangentis in B pofitio determinetur. In A autem lamina 
connexam habeat virgam rigidam A C , cui normaliter applica- 
ta fit visCD =Py qua lamina in ftarum iiKurvatum BM A re- 
digatur. Sumatur harc redta A C prodiida pro axe , ac , pofita 
AQ=c, fit abfeifia AP = x, applicata PM=^.' Quod 
. fi jam lamina in M omnem elafticitatem fubito amitteret , ac 
perfedJe flexilis evaderet; a vi P utique inflederctur, inflexio- 
ne proficifeente a vis P momento = P^c+x). Quominus 
ergo haec inflexio adu fequatur, elafticitas laminae in M in atqui- 
librio confiftit cum vis foUicitantis momento P(c -+- y). Elaf- 
ticitas autem primo ab indole materia: ex qua lamina conftat, 
& quam ubique eandem ftatuo , pendet ; tum vero fimul ab In- 
curvatione laminie in pundo M , ita ut fit reciproce proportio- 
nalis radio ofculi in M. Sit ergo radius ofculi in M = P 

exiftente ds=\/ Qdx* -{~dy^ ) & dx conftan- 


d 


dxd dy ^ 


te ; atque exprimat vim Elafticam laminae in M , qux cum 


_ K 

momento vis follicitan-tis P(c -f- x) in aequilibrio confiftat, ita 

•ut fit P (f -H Y ) = — RKK^ ^xddy ^ 

R. ds^ 

. '■ per 


./Equatio harc 


elasticis. 2;i 

f>cr J X multiplicata fit inrcgrabilis , critquc integralc 
F (A,'*-i-fx--f-/) = ; unde oritur 

^ ^ (dx* ,ly* ) 




Pdx ( !L X x -f- f .V -I- /”) 


qua; xquatioom- 


v/(t* i* 

nino convenit cum ca , quam modo per Methodum maximo- 
rum ac minimorum ex principio Bcr/^oullidno elicui. 

6 . Ex comparatione hujus a:quationis cum ante inventa > de- 
finiri poterit vis qu^e requiritur ad datam lamina curvaturam 
inducendam ; fiquidem curvatura contineatur in sequatlonc ge- 
nerali inventa. Teneat fcilicct lamina claftica figuram AMB, 
cujus natura exprimatur hac aequatione 

J ^ ^ ^ “h C + y X .v ) ^ X . -n f f 

— -—I - — ; T— >’ exprimat vero Eik 

^ ^ ^ (<«“t“bX + yXX> ) ^ 

hujus laminx elafticirarcm abloluram, ira fcilicct , ut E ^ in 
quovis loco , per radium ofculi divifa prarbeat vim clafticam 
veram. Ad comparationem infiituendani multiplicetur nume- 
rator & denominator per . ut habeatur 

(I a 


dj 


a 


X ( ct 4 - €jc y X x") : a 

V C i * — (^ct 4 - £x 4 -yxx)*) 


a 


crit 


iP 


£Hy. 

a a 




a a 


Pf 


Nunc ergo 


.a a 


ideoque vis CD follicitans 


€ 


y 5 intervallum A C 

a a 


• = , & conflans f = 


r> 


7. Ut igitur lamina elaftica AB altero termino B muro In- 
fixa incurvetur in figuram A M B , cujus natura exprimitur hac 

»quaiioneWj.= „eceiTe cft k 

ha:c lamina follicitetur in diredione C D normali ad axem AP, 


vi CD 
^y . 


^ K k y . 


qua: 


fumpta diflantia AC = 

... -^y . ■ ■ a a 

VIS icjlicct in plagam contrariam , • ac figura indicat , dirigetur , 

lia fi 


jyt i> r c V r 1 s 

• Ekk 

fi y fuerit quantitas pofitiva. Qiiia xqiuvalet momento 
vis folllcltantls , cxprelfio homogcnca erit ponderi fcu vl 


purx; qux vis proptere.i cognofeetur ex elaflicltate lamlnx. 

Sit hxc vis = F i atque erit vis fle^ens C D ad hanc vim F 
ut — 2 y ad' I ; erit enim y numerus purus. 

8. Hinc porro definiri poteft vis ad laminx portionem B M 
in ftatu fuo confervandam requifita, fi portio AM prorfus ref- 
*cindatur. RefciflTa hac portione A M , definat lamina Elaftica 
in virgam rigidam MT omnis flexionis expertem, qux autem 
cum lamina ita fit connexa , ut perpetuo tangentem in pun«ffo 
M referar, utcunque lamina inclinetur. Hoc ponto, ex ante- 
cedentibus manifeftum eft , ad confervationem curvatura? BM 
requiri', ut' virga MT in pundo N trahatur in directione ND 

— T K . k y ■ direCtio autem N D erit normalis 


VI qux 


fit 


a d 


ad axem AP, 'atque intervallum AC erit 


itaque. M N fiet = 


e 

2 y 


Diftantla 


eft ' vero 


is 


7 — XT — T. Quod fi ba?c 

Qx + yxxy ) . ^ 


d s S -p- 2 yX ( -f* 2yX ')ds 

JC 2 y 2 y dx 


d X . V.C 

vis N D' — refolvatur in normalem N Q ad tan- 

gentem MT ; & tangentialem N.T, erit vis normalis N 

^ vis tangentialis N T = ~ ^^ kK7 , . 

a a d S . d a d s 


p. .Sin autem pars B M refeindatur , reliCta parte AM, qux 
Iri direCtionc C D follicitatur ut ante vi = ; ad 


d 


curvaturam A M ■ confervandam ’ extremitas Mi qux connexa 
intelligatur cum virga rigida tangente MN, folHcitari debebit 

in; pumlto N.a vi pariter .== ky ^ fgj jn dlreClione con- 


A a 


trana 


Elasticis. 25.1 

trSrla ei, quam cafu prarccdcnrc invenimus. Perpetuo cnim\i- 
res utrique extremitati lamina? incurvata? aplicancl:r^ fe mutuo 
deftruerc , ttque adeo a’quales & diredliones oppolitas habe e 
debent. Alioquin enim tota lamina moveretur, ad quem mo- 
tum compefccndum opus foret vi arquilibrium ititer vires folii- 
citantes producente. Hinc ergo vires cuicunque portioni lami- 
na: rcfewfa? applicanda? facillime definiri pofTunt , qua? jam in- 
dutffam curvaturam confervent; 

10. Sit AM lamina Elaftica incurvata, qua? in A & M an- 
nexas habeat virgas rigidas A D , M N , quibus in diredfionibus 
dircdlc oppofitis DE, NR applicata? fint vires, a?quales DE,. 
HR, qua? in a?quiHbrio confiftentes lamina? curvaturam A iVl 
inducant, pro qua aequationem quari oporteat. Primum ergo, 
pro axe fumatur reda A P per pundum A tranfiens , atque ad' 
diredionem vis follicitantis ER normalis. Ponatur Eiafticitas 
lamina: abfoluta = : fitque anguli C AD, qaem-tangens’ 

A D in A cum axe conftituit, & qui eft datus, finus = m ,’ 
cofinus = » , exifterite’ finu toto ==. i , ita ut fit mm rtn 
= 1 . Vocetur porro diftaritia A C = f > & vis fledens DE; 
= NR=P; ac, pofiris abfeifla AP=x, applicata PM 
= jf, natura curva? hac exprimetur xquatione 

, ■ — P dx( ^ x 'x c x -P/’ ") 1 

di ~ -r-f=r-Tr- Kv-V- ^ — r-T- • ■ Qiioniam 

vero diredio tangentis in A datur', pofito x=o, fieri debet 

dy m , . , . t • ' ^ - ““ ^ f • 

' y "hinc cr2o ootiiiCDitiir —— — 
dx n ^ n 


m 


6 c m 


^Pf. 

Ekk' 

■ m EkJ^ 


V(E^IC — F^f) 


Determinatur ergo hinc conf- 
idcoque hinc tota ’ curva dc- 


V'( I • — mwj)’ 
tans/, ita ut Rt f 
terminatur. 

* 1 * , 

II. Ad curvaturam ergo fiipefiori a?quatione expreffam la- 
minae A M inducendam , tangenti A D in pundo D , ita ut 

fit A D == — , applicatam cfTe oportet vim D E = P : cujus 

I i 5 i direC'- 


fi ' 


r/g. 4 


Rs- s 


j54 b e c V n V 1 s 

dirtdio fif parnVda.inplicaris P iM. Refolvatur hxc vis D E in 
duas laterales Dd, DF, inter fc normales; erit vis Dd — 

& vis D 1' = F m. Qito jam condderatio redx AD ex com- 
puto expellatur, loco vis D d , in datis puuiflis A & R,fiimpto 
intervallo AB'^:^, dux vires fubftitui podii nt , A a = /; 
Bb=f; normales pariter ad virgam AB, fumendo = 

Ph. BD=»P(— — Ql”’^ 

ceps perinde e!l , in quonam virgae AD pun£to applicetur vis 
tangentialis Df^=wP) applicetur ea in ipfo piinifio A ponen-- 
do AF = Sit autem hxc vis AF = ita ut lamina 

MA a tribus viribus Aa^/^^Rb^^ f , & AF = r follicite- 
tur ) a quibus , qualis incurvatio oriatur , invcfligcmus, 

12. Primo ergo, cum fit mP erit P= — qui va- 


lor fubftltutu^ in prioribus xquationibus dabit f h 

, j/ r T T' ' >< 0' — P 

— f-\- ■ — . Hme erit — = — ; 


er 

m 


” ^ 

m * 


ex qua xquatio- 


ne primum politio axis A P innotelcit ; erit nempe tangens anguli 

q — p 


CAD 


r 




: hinc 


r 


m 




er nhr er 


Deinde ex xquationc hp 

mhq r 

e = — , leu e =r- 




m 


h q-\- ; fit 

m * 


h q 


V(.y^+(q^p'/) 

( ? — }' /}• eium autem fit/ = - 


; atque P = d ( rr + 
- 


inE^!^ El^k^r 


erit J .v.v 4- ex +/= /v x -f- 


h q 


X 


rr+(q — 
E{{r 


P'A 


. (q—py’’ rrrP^q—p/ 

unde pro curva quxfita ifta obtinebitur xquatio 

e/x ( 

dy — Py ■) 


Ixx \J(^rr+(iq — />/) 


Hxc_ autem xquatio maxime elt accommodata ad modum ma- 


xime 


dj 


ELASTICIS. 

x<iTie conflictum laminas incurvandi , dum c* vel forcipe vcl 
duobus digitis apprehenduntur ; quorum alter laminam in direc- 
tione Aa, alter in direc^tione Bb urget, pra’ter quas vires la- 
mina infuper m dircClionc AF protrahi poteft. 

13. Si vis tangentialis A F = r evanefear; incidet axis AP 
in ipfam tangentem AF, produdam , critque tiirn 

= — d'( i hi) X+ — f>}xx) 

— P)xxy)' 

i)in autem vires normales p ^ fiant inter ic «equales ; erit nxis 
AP normalis ad tangentem AF, ob n =0; & pro curva 
orietur haec aequatio 

d y = ^ X ( EP k hyx L r x 

^ \ 2 (Pyx + ^ rx X ^ (Pyx — { rxxyy 

Hic li prcererea fuerit r o , ita ut lamina in pundis A & B 
urgeatur a viribus ecqualibus Aa, Bb, contrariis tantum, natura 

curve exprimetur hac aequatione dy ==z ^ 

qu» integrata dat ^ =V — gft pro Cir- 

culo , lamina ergo hoc cafu in arciuvi Circuli incurvatur, cujus ra- 
dius erit == 

14. Cum igitur videamus non folum Circulum in curvarum 
Elafticarum clalfe contineri, fed etiam in ipfis infinitam v'^aricta- 
tem locum habere; opcrai pretium erit hic enumerationem om- 
nium variarum fpecierum in hoc cun'arum genere contentarum 
inltituere.^ Hoc cnbn modo non folum indoles harum curva- 
rum penitius perfpicietur ; fed etiam, cafu quocunque oblato , 
ex lola figura dijudicare licebit , ad quamnam fpeclem curva 
rormata referri debeat. Eodem autem modo hic fpecierum di- 
verntatem conftituemus , quo vulgo linearum algcbraicarum fpc- 
cics, in dato ordine contenta: enumerari folenr.- 

15. ./Equatio generalis pro curvis Elafticis .... 

dy= - ... , r -rr 

> iniuo abfaffarum . in axe 

'per 


Eiitimera-c 
tio cicYva-> 
Yum 

ticoirum» 


Z)£ C U H F I S 


6 , 



per intervallum promoto, & feribendo a a y feu po- 

mendo y — I , accipiet hanc formam fimpliciorem : 


dy 


( at. + X X ) d X 


= (^aa 
iit == 4 4 


dy 


a 


. Qfiia vero cft 
XX ') (ti 4 i-ct + xx); ponatur a a 


y ( ii^ — (oc, 


— ce, -=z f c 5 ut 

cc^ atque aequatio traniibit in hanc formam 
(44 — cc+jcx}ix a-quatione exprb 


^ C c c xx)( 2 a a 


matur natura curva? AMC, polita abfcjjfla AP — x, &appli- 
cata PM = y. Cum ergo fit C = o , directio vis laminam Elaf- 
ticam incurvans erit ad axem A P in ipfo pundto A normalis , 
ideoque A D reprarfentabit directionem vis foilicitantis , qux vis 

ipfa erit = — — exprimente k elafticitatem abfolutam, 

* . . ' a a . * > • ' 


itfv Si ponatur x 


• dy 
o 5 erit 

dx 


a a 


c c 


y qua?ex- 


• c\^ {2 aa cc ) 

preflio prsrbet tangentem anguli quem curva A M in A cum 

axe AP conftituit; cuius anguli finus erit = Qua- 


re fi fuerit aa =: oo, lamina in punClo A erit norma'is ad avem 
A P , nullamque habebit curvaturam , proprerea quod vis incur- 
vans evanefeit. Calu ergo quo 4= ee, prodit laminarfi- 

gura naturalis , hoc eft linea rcCla ; qu3e ergo primam fpeciem 
linearum Eiafticarum conftituit , quam repraslentabit reCta AB 
utrimque in infinitum produCla. 

1 7. Antequam reliquas fpecies enumeremus , conveniet In ge- 
nere circa figuram Eiafticar quafdam obfervationes inftitiiere. In- 
tclligitur autem angulus PAM, quem curva in A cum axe AP 
conftituit, decrefeere, quo minor evadat quantitas 4 4, hoc eft 

quo magis vis incurvans intendatur. Atque fi evadat a* 

= c f , tum axis A P ipfc curvam in A tanget. Quod fi au- 
tem fuerit 44 <; ec, tum curva A M, quae adhuc deorfum excur- 
rebat , nunc furfum verget , quoad fiat 4 4 ^ ^cf , quo cafu 

* tangens 


9 
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tangens cunr» In reftam Ab Indder. At fi fiat cc , tum 

angulus P A M prorfus fiet imaginarius > idcoque in A nulla 
exillct curvae portio , qui diverli cafus fpecicruin varietatem 
conftituent. 

i8. Exajquationc porro intelligitur, quia formam fuam non 
mutat , fi coordinata? x 8c y ambae negativae, ftatuantur , curvam 
circa A ramos habere fimiles & aequales A M C & A m e al- 
ternarim diipofitos i ita ut in A fit pundum flexus contrarii; un-’ 
de cognita curvae portione A M C, fimul ejus continuatio A m c 
ultra A cognofeetur , quippe quae illi eft fimilis & aequalis. Sic 
fumpta A p = A P , erit quoque p m = P M. Recedendo 
autem ab A , curva utrimque magis ab axe reclinatur , donec 
fumpta abfeifla = A E = c , applicata E C curvam tangat ; nam- 
que pofito X = c, fit ^ == 00 . Perlpicuum autem eft abfcif* 
fam X ultra A E = c excrelcere -non polle > alioquin enim 
fieret ^ imaginarium ; hinc ergo tota curva continebitur in- 


ter applicatas extremas E C & e c , ultra quos cancellos egredi 
non queat. Jam ergo generarim cognitos habemus binos cur- 
vx ramos A C & A c utrimque ab A ufque ad cancellos pro- 
tenfos. 


ip. Videamus ergo quonam curfu curva ultra G & c pro- 
grediatur. Hunc in finem fumamus redam G D ipfi A E paral- 
lelam pro axe, ac ponamus has novas coordinaras CQ_=/, 
Q^M = m; eritque / -fAr = AE = CD = c ; & y + u 

AD = ^; unde fit X— c — t 8c y — ^ 

Jeu Jy = 4/4. His valoribus fubftitutis , orietur aquatio 

pro curva inter coordinatas C QjVI — u , qu£ erit 

4 44 — " ■ C ^ ^ '2i Ct f tt^ 4 1 TT* ♦ 

— — + primum patet. 


fi fumatur / infinite parvum , fore 4 a 




~i qux tequatio' indicat curvam ultra G fimili modo ver- 
■ Euleti De Max. Mift^ ^ k fiis 


,,8 b.ECVifIS 

^us N progredi Incipere , quo ex C ad M extenditur. Ani- 
biguitas autem figni V in denominatore aequationis luculenter 
declarat, applicatam u aeque negative accipi polTc atque affirma- 
tive : unde manifeftum eft , reCtam C D cfle curvae diametrum» 
atque adeo arcum C N B fimilem & a’qualem fore arcui CM A. 

2 0. Simili autem modo refta cd , ex altera parte axi A E 
per c parallela diidta , erit curvae diameter ; jaropterea quod ra- 
mus Acb fimilis & aqualis cft ramo ACB. In punftis^ ergo 
B & b , erunt quoque punda flexus contrarii omnino uti in A > 
unde curva fimiliter ulterius progredietur.. Habebit ergo cur- 
va infinitas diametros CD, cd, &c. intervallo eodem Hd a 
fe invicem diftantes ac parallelas inter fe ; haneque ob rern cur- 
va conflabit ex infinitis partibus inter fe fimilibus & aqualibus j 
atque ideo tota curva cognofeetur, fi unica tantum portio AMC 
fuerit perfpc^ffai 

2 1. Qlua in A efl pundtum flexus contrarii, ibidem erit ra- 
dius ofculi infinite, magnus ; id quod ex ipfa curva natura pa- 
tet. Cum enim curva in A follicltetur a vi= - ^^^ in direc- 

a a 

tione A D j erit in quovis loco M , fi radius ofculi ibi ponatur 
= /?, ex natura elaflicitatis x > unde fit = 

In pundto ergo A, radius ofculi eft Infinitus j at vero in 

2i X 

pun<ftis C > c, ob AE = A e = e . , erit radius ofculi > 

in his fcilicet locis, maxime a rcifta B A b remotis curvatura cft 
maxima. 

22. Etli autem' pro pumfto C conftat abfciflfa A E = c 
tamen diftantia E C nifi per integrationem aquationis 

j ^ \ ct ci — — C c X X ^ d X /X r** . 

dy = — T- V — ^ — i — definiri non poteit. Si 

X {cc xx){2aa cc*^xx) * 

enim poft integrationem ponatur x = c i valor Ipfius > dabit i 
diftantiam C E , qua bis fumpta prabebit diftantiam A B , feu 
intervallum D d , inter diametros , interjacens. Simili modo 

intct 
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intOTtIoM opus erit ad lamini incurvat* AC longitudinem 
deteminandam. Cum enim polito arcu AM = / , Itt 

, A ■> </ x j huius intcgralc , pofito 

^ V ( ^ XX' ) ( 2 tJ * *' 

X = r , dabit longitudinem curva? AC. 

2J. Cum autem iftac formula: integrationem non admittant , 
per approximationem valores intervalli A D & arcus e urvas 
AC commode exprimere nitamur. Ponamus in hunc finem 

, • f it tl ' Z // X 

^ (^CC — XS ) = Zi i entque PM , ^2 ita— 'zT) ’ 

& A M = j = /’ ,.** -s. Eft vero per feriem — — ^ 

OC /\1V1 S J zy/(2aa zz) ^ V i^2aa — zz) 

.4 


My/% 

unde fiet 

I 

Ti 

I 


+ &c. ) ; 

4 ' <zt» 4-8 4 - 8 -J 2 

V = + r% 7+ 

j- y— ^fdxi — + — ^ x^4- dee.). 

^ v'2'' Vt* .4 4-8 cj* 4-8.12 ^ 

24. Quia autem haec integralia tantum pro cafu x ==r dc- 


fideramus j quo cafu fit z = o , ea commode ope peripheria: 
Circuli exprimi poterunt. Polita enim ratione diametri ad pc- 

ripheriam == x : ?r, erit = f - = — j pofito 

^ Z xx) 2 ^ 


poft integrationem x — c. Pari modo autem fequentia integra- 
Ua ita determinabuntur , ut llt ^ 


fzdx =;= 

~ X — ce 

2 2 


2 .^ 2 

fz\dx = 

’'x ^ e* 

2. 4 . 5 2 

fzWxz=: 

I- 3 - r- 7 J,. -X 
2,4.5.«^ 2 ' 

(d 
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His ergo integralibus in fubfidium vocatis , erit : 
AC= 


C I +• 

2\'2 ^ 2.2 2aa 


^■^x— 4- 4- &c.) 

2 . 2 . 4 - 4 4 <I* ^ 


AC -AD 


v> rT:"r r-:><r> + 


~i 4~ &c. ). 


2^2^2aa 2.4 4-<'* ‘ 2.4.4.6 ' 8<»' 

Ex his ergo reperiuntur AD & A C ut fcquitur : 

A e = 17, ( I + ^ X X x uc.) 


TT (t 


.(1 


2".4* 4.z^ : 2*4 

.4 


8^' 




&c.). 


2^2^* 2^-' ' 2aa 2*4* '' 3.^4'?'*" 2*4*. 6*'^ 5 '8'»* 

Si iuijue detur AE=f, & AD = ^, ex his aequationibus 
5c reda conftans a & longitudo curva? A C definietur. Vicif- 
lim autem ex data longitudine curva? AC, & reda 4 , per 
quamvis infledens determinatur, reperiri poterunt redte AD 
& CD.. 

2 5 . Quoniam Igitur ipeciem primam conftituimus, fi in aequa- 
tione generali dy = ~rr —. — — ^ ^ fuerit 


f = o , fcu 


xx)(2aa —— cc -jr xx) 

00 , quo cafu linea refultat repr*fentans fla- 


tum lamina? Elaftica? naturalem; ad eandem fpeciem primam re- 
feramus quoque eos cafus, quibus c efl quantitas quamminima , 
ita ut prae 4 pro evanefeente haberi queat. Quia ergo x ip. 
fam ( fuperare nequit ; etiam x pric 4 evanefeet, Ideoque ifta 

prodibit Jcquatio dy = 


V 2 (.c— cujus intcgrale cft 
y. ~ “T’ «quatio pro curva Trochoidc in 

infinitum elongata. Fiet autem AD — 


2^2 ’ * 

vae longitudo infinite parum tantum diferepat , propterea quod 
angulus DA M eft infinite parvus. Sit longitudo laminx ACB. 

~ ejufque elafticitas abfoluta = 


Ei k i ob f - 


'JT a 


2 ^ 2 ^ 

erit vis ad.hanc curvaturam Infinite pai5'am lamina? inducendam 


requi- 
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rcqmfita finita? magnitudinis & quidem Scilicet fi 

extremitates A & B colligentur filo AB, hoc filum contrahi 

debebit vi = . 

y/, 4- , . 

i5. Secundam Ipeclem conftituat cafus, quoc>o, attamen 
c <4, fcilicct fi c contineatur intra limites o 8c a. His enim 
cafibus angulus DAM redo erit minor j eft namque anguli 

PAM finus, feu anguli DAM cofinus ~ Hoc er- 

aa 

go cafu , forma lincx curvae talis fere erit qualem Figura 6 , 
repr^fentat. Quia igitur eft <• <j a erit — • cum vero fit 

2a a 


cc 


:/> unde . . 


8 // 


_ > o , erit utique A C = 

2 (l CL * 

. , . ^ \ ^ TTTT 

quare vis, qua extremitates lamina? A & B ope fili AB ad fc 


invicem attrahuntur, major erit quam cafu prjecedente , nem- 
pe > 

27. In tertia fpecle unicum compleaor cafum, quo c^ 4 , 
quia hoc cafu axis AP curvam in. punito A tangit : hseque tertia.', 
fpecies lingulare nomen curva? Elaftica? reitangula? obtinuit- Erit 

«go ='— 7 ''“ ... . l,oc jgi. 


tur cafu A D & A C Ira fe habebunt ut fit 




AC 

AD 




^ a 

2\/2 
TT a 
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Quanquam autem hinc, neque b , neque /per ^ accurate alTi- 
gnari poteft; tamen alibi iniignem relationem inter has quanti- 
tates locum habere demonfiravi. Scilicet ofiendi elfe 4^/= • 

t ftirmatum erit a’quale are«.' 

trculi CUJUS dameter eft A E. Reperietur. autem, calculumi 

fubducendo,proximc/=^xf,itautfit^==^"/- hinc vis; 

® * 5 !r- 

Kk 3, qua; 


Spfcies 

quurta 


.F‘S- 7 - 


• fc 

.qiditta, 

8 . 
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qua lamlni’ extremitates A . B ad fc Invicem contrahi debent; 
crit= Propius vero repetitur /= i, 1803206;, 

hincque^ = ^ — 1,1803206; unde in numeris puris 


erit - 


■— = ij 3 1 1006. & 


o, 8346'I2 


28. Si cp-a, orietur fpecies quarta , eoufque patens, quoad 
fiat AD — ^ == o ; qui, alter limes ipfius e definietur per hanc 


aequationem : 

■I = 


L^x^x — ■ + 

* %aLi ■ 


xf + +&C. 

2 .4 ^ 4^ ^ .4 

In hac ergo fpecic cum fit ^ J> ^ ; curva iti A fupra axem A E 
afeendet > angulumque conftituct P.AM> cujus finiis erit =* 

^ I 

— ; mox autem videbimus hunc angulum P A M mino- 

a a 

rem efle quam 40*, 41'; quoniam fi hunc valorem acquirit , 

intervallum A D evanefeit , quem cafum ad fpeciem quintam 

c c 

refero. Hinc in .fpecie quarta continentur cafus quibus 


a, a, 


inter hos limites -i & 1,6^1868 comprehenditur. Harum au- 
rem curvarum forma ex figura intclligitur ; dummodo notetur, 

quo propius — ad poftefiorem limitem j, 651868 acceflerit 

.eo minus clfe futurum intervallum AD, eoque propius lami- 
,nx terminos A B ad fe invicem adduci. Fieri ergo poteft 
ut laminje gibbofitates m & R , item M & r, fe mutuo non fo- 
lum tangant, fed etiam interfecent, atque hujufmodi interfe6io- 
nes in infinitum multiplicabuntur, donec omnes diametri DC, 
.d c coiiicidant , atque cum axe A E confundantur. 

,29. Hoc fi evenerit, orietur fpecies quinta, cujus nanirahac 
exprimetur aequatione inter coordinatas A P = = X & P M i 

j (cc—aa- — xx)dx ^ 

J y =z — — — -7—;^ . exiftcnte hac inter 

.y(cc — — ,x X J { 2 aa cc^i^xxj 

a 6 cc relatione , ut jfit intervallum A D = 


i 




Ponatur 

C C 
2^4 


ffi 


r 


$C' 
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V , atque V ex hac atquacionc infinita definiri debet 

- 5 ^ 1 q- Z V* q- &rc. 

-r - „ . . ” 2, 2. 4. 4. 6. 5 ' 


a. 2 ' ' 2. 2. 4^ 4 

Quaerantur primum per methodos cuique folitas, vel fiiltem ren-* 
tando , limites inter quos verus valor ipfius -v contineatur , ae- 
que hujufmodi limites reperientur -v = o, 824 &t/=o, 828. 
Q[tod fi jam uterque TubAituatur in aequatione ex erroribus bi- 
nis oriundis, concludetur tandem fore -y = o , 825934 =' 

o, 5518 i? 8» qurc 


1, 6518^8 & 


C C J ^ ^ 

r — ; unde nt* — = 

tZaa aa 

exprcffio cum fit finus anguli PAM , ex Tabulis reperietur' 
hic angulus =40% 41'j ideoque hujus duplum, feu anguluS’ 

M A N , erit = 8 1 ° > 8 2'. Quare fi laminae elafticae extremita- 
tes coufque ad fe invicem adducantur , ut fc contingant; tum 
curvam AMCNA formabunt, & ambae extremitates in A an- 
gulum confiituent= 8 1 ° , 22'. 

30. Siarnba: extremitates laminae A' & B, poftquam ad fe ' 
invicem fuerint addutS®, au< 5 la vi in plag^ contrarias a fe in- 

vicem diducantur; orietur curva hujus forma; A M C N B, qu«' ^^s- 9 -- 

fpeciem fextam conftituat. In curvis ergo ad hanc fpeciem' per- 
tinentibus, erit I> o, 825^54» hs tamen ut fit <I i.- 

Quod fi enim fit cc.= i.aa orietur fj>ecles feptima mox ex- 
plicanda.. Erit ergo in his curvis angulus PAM, quem curva 
m A. cum axe confotuit major quam 40°, 41', ''minor tamen ^ 

redto: cum enim ejus finus'fit = ^-i=^^, ob cc <j 2^^, fi- 

nus ifte neceflario eft minor finu toto ; nequeergo angulus PAM i 
rcaus fieri poteft , nifi ponatur cc=xla. 

^ fpecles feptima . conftitui- 

tur, atque natur;^ curvar' exprimetur hac aequatione feptima*'' 

/7 1^ - it a ^ X x ') d X ' 

~7 * v/ ( 2 4 ^ colligitur , cun^a: ramos A- 

Sr- B infinitum extendi ira, ut re dia A B fiat curv* afvmrnM v - 
fict.crgp utcrque ramus AMC & B.NC mfinitus,.id quod ea 

fcric- 


I 
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leiie fupra pro arcu A C inventa intelligitur ; erit crilnn 

TT z' ^ , I , ^ • 0 I I *3 -^ 


ri .! ry 


( t + •^ + “i 2^ 4* 


+ &c. ) , cu- 


jus feriei fumma eft infinita. Quod fi igitur laminat longitudo 
AC fuerit finita -=/, neceffe eft ut fit 4^0, hincquc etiam 
C D --== c = o ; lamina ergo , poftquam in nodum fuerit in- 
curvata, hoc cafu iterum in diredum extendetur, ad quam ex- 
tcnfionem opus erit vi infinita. Sin autem lamina fiicrit infinite 
longa , curvam formabit nodatam ad afymtotam A B conver- 
gentem , exiftentc C D = c. Aquatio autem pro hac curva 
ope logarithmorum integrari poteft, obtinebitur enim 

=: sjC C C XiC) L — , 

^ z OC ^ 

fumptis abfcilfis x in ipfa diametro D C ; ita ut fit D Q== X, & 
QM =j)f ; evanefeit enim applicata^, pofito x=: C D = c. In 
nodo aurem O applicata ^ pariter evanefeit: ad quem locum 

. . j ^ 2\/(cc xx) yC+v^Ccc xx) cv 

mveniendum.ponatur — ~ # - Sit 


X 


X 


& finus 


\/ (c C‘ — xx) 


,eric 


■0 angulus , cujus cofinus 

afin. <p = / tang. ( 45° + 4^ <?> ) , qui logarithmus ex hyperbo- 
licorum genere fumi debet ; cujufmodi Canon fi deficiat, fuma- 
tur ex Canone vulgari logarithmus tangentis anguli 45'’+- 4?», 

■ a cujus charadcriftica denarius auferatur, fitque refiduum=a; 
quo fa< 5 to erit zfin. <p= u. 2, 3025850P: fumendis ergo ite- 
rum logarithmis vulgaribus , erit Iz + l fin. <p = /i» -f- 
o, 3 ( 522 I 5 ( 588 < 5 , feu /fin. (p = /« + o, odi 1855^30. Hod 
artificio tentando, mox vero proximus valor anguli <p elicietur; 
unde porro per regulam falfi verus valor anguli «p, ex eoque 
abfcUra X = D O definietur. Reperitur autem hoc modo an- 
gulus P = 73 

\/ (c c xx)' .. 

' ~c = 0,^375:042 ,• angulus vero QOM fit 


14', 12", 


unde prodit 


o, 2884x^1 , & 


z(P 


90 


~ 56°, 28', 24", ideoque angulus M ON=: 112°, 
5.6', 48 '. Cum igitur fpecie quinta angulus nodi ellet 81“, 22', 

in 


I 
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in fpecic fexta angulus nodi M O N continebitur inter limites 
81° j 2 i' & 112", 56', 48''. In fpecie quarta autem liquidem 
detur nodus, erit ejus angulus minor quam 8 
32. Sit jam fc t> 3 44 , puta cc : 

tio pro curva , oh 4 a 2= ^ 

( w — 


, 22 . 

zaa+ggi erit cequa- speck} 

c^avii. 


dj 


-r (C 


- dK 

^ce — xx)(^xx — gg^ 


, qua arquatlone rpccics oc- 


tava continetur , critque , fi reda d Dd repriefentet diredlionem 'f' 
vis roUicita-itis , x = D Q. & jy = QjVl. Primum ^ergo patet 
applicatam j realem efle non polTe, nili fit x tum vero x 
non poteft excedere redam D C — c , unde fumpta D F = ^ , 
tota curva continebitur inter redas ipfi d d parallelas per punc- 
ta C & F dudas , qua? -curvam fimul tangent- Perinde autem 
efl: utra redarum c h. g fit major, dummodo fuerint initqualess 
atquatio enim non variatur fi reda» c ^g inter fe permutentur. 
Deinde vero harc curva quoque habebit Infinitas diametros in- 
ter fe parallelas D C , d c , d c , & quoe per fingula punda G & 

H ducuntur redat pariter ad d D d normales ; nufquam autem 
per totam curvam dabitur pundum flexus contrarii , idcoque 
continua curvatura utrimque in infinitum progreditur , uti figura 
indicat j anguli autem qui in nodis conftituuntur M O N majo- 
res erunt quam 112°, 56', 42"- 

33. Cum in hac ipecie non folum contineantur cafus quibus spec/es 
gg <lcc, fed etiam quibus > cc, unicus adhuc fupereft ca- 
fus quo c ~g y quo quidem tota curva in fpatium evanefeens , 
ob C F = o , redigitur. Quod fi autem utramque c Sc g fta- 
tuamus infinitam , ita tamen ut carum differentia fiat finita , cur- 
va finitum fpatium occupabit. Ad cara ergo inveniendam, po- 
natur g -= c — 2 ^ & X = c — & — / , atque ob c = 00 , 
quantitates ^ 8 c t vero finita?, erit ^^c-i-^gg — fc — 

& X.V — i cc — Lgg=i — 2cti tum vero cc ■■ — xx = 


nona. 


2c(^-f-r), &XX — gg==.xc(h 

prodibit arquatio , dy = 

Euleri de M.ax. & Miff. 


— #); ex quibus fcquens 

—A , pro Circulo. Lamina 
L 1 claftica 


fig- } 
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claftica ergo hoc cafu In Circulum incurvatur , uti fiipra jam 
annotavimus j Circulus ergo fpeciem nonam atque ultimam conf- 
tituct. 

34. His enumeratis fpccicbus , facile erit pro quovis cafu obla- 
to alfi^narc , ad quamnam fpeciem curva formata pertineat. Sit 
lamina claftica in G muro infixa , termino vero A appendatur 
pondus P . quo lamina in figuram GA incurvetur. Ducatur 
tangens AT, atque cx angulo TAP totum judicium erit pe- 
tendum. Si enim hic angulus fuerit acutus , referetur curva ad 
fpeciem fecundam fin fit re<ftus ad tertiam , eritque elaftica rec- 
tangula. Q_ipd fi angulus TAP fuerit obtufus , minor tamen 
quam 130’, 4i'j curva ad fpeciem quartam pertinebit; ad quintam 
autem fi angulus TAPfit 130°, 41 ; fin autem angulus TAP 
major fuerit. , curva fub fpecie fexta continebitur. Ad feptimam 
vero pertineret , fi ifte angulus fieret duobus redis aequalis j quod 
autem nunquam fieri ppteft. Haec igitur fpecies cum duabus fe- 
quentibus produci nequit laminae immediate pondus appendendo. 

35. Ut igitur pateat quomodo reliquae Ipccics laminam 
incurvando produci queant, laminae in B fixae , non immediate, 
fed virgae rigidae AC' cum laminae termino A firmiflime conne- 
XX in C appendatur pondus P , quod trahat in diredione CD.. 
Sit intervallum AQ.= h, elaftkitas laminx abfoluta = Ekky 
Sc anguli MAP quem lamina in A cum horizontali conftituir, 
finus = w. His pofitis, fi ponatur abfeiffa AP = r & appii- 

= reperietur pro curva ifta acquatioi 

dt(^mEkk' Pht ^Pity 


cata P M = 

(^mEfk — 'Pht ^Pffyo 

Ponatur jam CV = x=zA + t , quo aequatio ad formam qu 
in divifione Ipecierum ufi fumus, reducatur; erit 


a 


dy 


dx (^mEk k \ P hh Y Pxx") 

y (^mEkk-\- LPhh. pxx y ) 


qux comparata cum forma- 

, dxCaa cc-4-xx) 

dy = 


V, (rr - — XX ) ( i a a- — ce-jr xx) 


feu 


feu dj 


4 it 


cc 
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Ax{ a — r r + x: x ) • 


(a a 

- & -l Pfi^ — 

hh. 


267 

% 

— — ^ — —Ek^yCca 

^ P.44 = niEkk -\- i P hhi ergo 


dabit ~Fa4 


55. Curva ergo ad fpeciem fecundam pertinebit, fi fuerit 

+ k/j <^Oy feu P <i — angulus 

P AM (ir negativus , vis P negativa elfe atque virga in C fur- 
fum trahi debet. Ad fpeciem tertiam curvatura pertinebit , fi 

P = — — ' Quarta autem ijrecies prodibit fi fuerit 

imEkk-y P^^t>o,fimuI vero tmEkk + Pkk><i zetEkk', 

exiflenic a =r o, 55 1 868. Sin autem fit P= , 

ha 

tum curva ad fpeciem quintam pertinebit. Quod fi vero fuerit 

P h h p- ifa — rn) Ekk , limul vero P h h 2(1 m') Ekky 

qurva ad rpeciem fextam eft referenda. Septimaque fpecies pro- 
veniet, f\ P hh = 2(1 — m') Ek k. Odava autem fpecies ob- 
tinebitur, fi Phh 2 ( 1 - — m) Ekk; quare fi angulus P A M 
fiicrit redus , ob i — m=iO, curva femper ad fpeciem oda- 
vam pertinebit. Species denique nona orietur , fi fuerit h — 
uti jam fupra annotavi. 

37. Quae antedefpecie prima funt annotata infervire poffunt 
viribus columnarum dijudicandis. Sit enim AB columna fuper 
bafi A vei ticaliter pofita , geftans pondus P. Quod fi jam co- 
lumnaita fit conftituta ut prolabi nequeat,- ab onere P, fi fue- 
rit nimis magnum , nil aliud erit metuendum , nifi colnmnjc in- 
curvatio ; hoc ergo cafu columna fpedari poterit tanquam elaf- 
ticitate praedita. Sif igitur elafticitas abfoluta columna: = Efi ; 
ejufque altitudo AB=: 2/=^, atque fupra §.25 vidimus, 
vim requifiram ad hanc columnam vel minimum inclinandam elle 

. Ekk. Nifi ergo onus geftandum P majus 


g - T E k k g- TT 

4 // ~ aa 


Ll 
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iis abfolu^ 
ta detei» 
rtunatJO 
fei’ exfs- 
rimeftta, 

Cjg* .14 


% 

fir quam E. -y^ -^y nulla prorfus Incurvatio crit metuenda ; con- 
tra vero-fi pondus P fuerit majus, columna Incurvationi refiftc- 
rcnbn potcrir. Manente autem elafticitate columnx, atque adeo 
ejus craflitie eadem ,• pondus P , quod fine periculo gcftare valet , 
ctit reciproce ut quadratum altitudinis columna: : columnaipie 
duplo altior quartam tantum oneris partem geftare poterit. H.rc 
igitur prxeipue in.ufum vocari polfunt circa columnas ligneas 
quippe qux incurvationi funt. obnoxix.. 

38. Q^io autem vis atque incurvatio cujufque laminae elaftl- 
cx a priori determinari queat j neceife efi: ut clafticitas abfolu- 
ta’, quam hadlcnus per Ekk exprelfimus, fit cognita; id quod, 
unico experimento qpmmode prxftabitur. Infigatur lamina clat- 
tica uniformis FH , cujus clafticitatem ablolutain inveftigari 
oportet-, altero termino F parieti fiimo G K ; ira ut fitum te- 
neat horizontalem F H ; hic enim gravitatem naturalem neglige- 
re liceat. Alteri termino H appendatur pondus pro arbitrio 
fumptum P , quo lamina in ftatum AF incurvetur. Sit longi- 
tudo laminx AF — HF — f, re^la horizontalis AG — 
verticalis GF = >& j qui valores omnes per experimentum erunt- 
cogniti. Comparetur jam hxc curva cum .xquatione generali- 

, ( ce a a 'xx)dx 

^ ^ (cc Kx) (Zaa cc*^xx) 

in qua fi fuerint a Sc c per h, definita ; crit vis Incurvans 
_ 2 g ideoque elafticitas abfoluta 

aa ^ 


n 

A 


Pa 


Zg. Qiiia jam tangens in F’eft' horizontalis , erit hic ^ • 

ideoque x = y ce — a a- Hlnc ergo erit AG=^ = V(crr 
Sc 4 a = c c — Si >■ ideoque; 

( (/ rr —x x") /l X 
a y mz:' ■■■■ ' . .. 

• ^ V{cc xxj{cc 

pofito autem hic x =g 3 fieri debebit y ==. G F = 
AF=/; eft vero ds= -r-. 


= o f 
-aa). 


h, feur 


'J^CC xx') (cc 

Jam fi pondus. P fumatur, valde. parvum , ut lamina paullf- 

per 
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per tantum deprimatur ; tum erit c quantitas valde magna 
ideoque erit proxime -77 

v(c c xx){c c Zgg-^xx) 

(c^ — ^CCgg + iggxx X*') * = — + 

CCQq 

+■ ^ 5 ideoque integrando quoque proxime : 


Scy 


, ■(££ 


cc 

ggx 

cc 


'gi)gg^ ^ (c c — gg)ggx ^ ' , (cc — gg)x 


+ 


g*x 


__ ggx* 

3cc 3 t'^' 

Sit nunc X = g , fletque f = 


36" 

g^* 

3c‘ 




ggx 

56‘ 


5 


■i 


'i7g'' 

30C' 


. & & 


+ 

+ 


lOf 
5 




X 


loc 

7 


.6 


146' 

¥~c + 36'^; 


Quod fi ergo reda FG = ^ 

Sh 

Eki = lASl ?g~ 3 hJ. 

6 h ’ 


in ufum vocetur , erit cc = %- 1 > 

3 « 

unde elicitur' elafticitas abfoluta- 
qui valor a vero vix fenfibiliter 


diferepabit, dummodo laminar curvatura non nimis magna indu- 
catur, • 

40. Hajc autem elafticitas abfoluta primurh pendet ab- 
natura materia?, ex qua lamina eft febrefadai unde alia mare- 
fia magis , alia minus elatere pra;dita dici folet. Secundo quo- 
que ita pendet a laminae latitudine, ut exprelfio ubique 
latitudini lamin» debeat efle proportionalis , fi cetera iint paria. 
Tertio verum cralfities laminae plurimum confert ad valorem ip- 
fius determin.andum , quae ita comparata efle videtur, ut, 
ceteris paribus, EU fit ut craflitiei quadratum. Conjunftim 
ergo tenebit exprelfio rationem compofitam ex ratione ela- 
tpis materi«e, latitudinis laminar fimplici, ac duplicata craflitiei 
l^nlnjc. Hinc per experimenta quibus latitudinem & cralfitiem 

L 1 riietin 


V 
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i)? atrvii- 
tin\i lu- 
ti 

elJtjVca 

ifueqwibi- 

Jis. 

* a. 


metiri licet , omniiim materiarum elafticitates inter fc comparari 
ac determinari poterunt. 

41. Qtiemadmodum igitur hadenus lamin.r, cujus curvatu- 
ram determiravi , elafticltatcm abfolutam EH- [ o totam lon- 
gitudinem conflantem pofui j ita folutio eadem methodo pote- ' 
rit abfolvi , ii quantitas Ei^k utcunque ponatur variabilis. Scili- 
cet fi elailiciias abfoluta fuerit ut fundio quateunque portionis 
laminx A M , qua: fun( 51 Io fit = S, pofito arcu A M == / ; at- 
que exiftence radio ofculi in M=i?; curva AM, quam lami- 
na induit , ita erit comparata, ut in ea, inter omnes alias ejuf- 

;d£m longitudinis, iit minimum. Solvetur ergo iftecafus 

per formulam fecundam generalem. Sit <sly = fdx ; 

at dS = T dsy atque, inter omnes curvas in quibus efl: 

fdx\/^i +/'/>) ejufdem magnitudinis, ea determinari debebit, 

in qua fit f — minimum. Prior formulaySfVv/(i-f-//') 

I i) 

dat pro formula differentiali d. Altera vero 

S(}q^x j-K.v 7 — ^3 q . 


/ 


( I + ) 

Cum igitur pofitum fir dZ 
+ Qdy , n = 




rP]* ; erit Ldn 


( I -dt-pp) 

Ldn. -f- JSifd X “f" ^ dy ~i~ P d p 
f\_Z~\dx. ^ d\_Z~\ = \_M~\dx \_N~\dy 

qqTds ^ j qq T 


dn =ds 

[ A/] = 

eft M = 

2 S q 


i^+fp) 


y- a 


; unde L 


s:» 


dxd( I +pp)> ideoque \_Z'\ 

[Ar]=6.&[P3= £- 

X — o. P= — 


^ ( I +ppX 

f Sqqp dp 


ira ut £\t d Z 


( ^+tP) 

fj q d S~ 

( I -\-pp)'‘ ' (1 

042. Jam fiimatur integrale fhdx = f 


7 ;a ^ 


(1 +pf) 

V ( * ~^pp ) » 

Deinde vero 
& 0.= 


^ : z 


4- Pdp + Qd^> 

qq T d X 

(1 +pp) 


5 - 2 


/ 


* 
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ELASTICIS, 

/ ^ ponatur x = ^ , cujus 

quidem conflantis 4 confideratio mox ex calculo rurfus cvanef- 

_ ^ _ r ? ? ^ 


cer. Erit ergo V 
rentialis fiet = - 


il 

d X 


~ /"( I ^ ppy ‘ Unde valor diffe- 

brem ex his duobus valoribus diftcrentialibus nafcetur hav 
afquatio pro curva quafita 

«- ^ l — 

Jx ■ \/(i 4 - fl) 
qua integrata dat. 




dx 


d X 


ddo 

dx^- 


CLp 




4 -€=F 4- LPiy 


i£- 

dx 


fi ve 


OC. p 


+ G 




j> qqdS j p 


d X 


\'i}+pp)' ’ \/(^+pp) v(i+ppy (i-i-pp) 

ubi conflans H alias determinata in conflante arbitraria « com 

prehendi poteft , quo ipfo conflans 4 ex calculo egreditur. Id-- 
circo ergo prodibit hsce afquatio- 

^P- p ^ P r qqdS 

V'(^ +/’/’) dx I ( I 4- 

43 . Multiplicetur h;Kc asquatio ^et d/^ = qdx, atque prodibit : : 


etp d p 


4 " G d P' 


''(i +PP) 

•Cum autem fit 


Pdp~~QJq 

q q d S 

(^+pp) 
qq d S 


p dp 




q q d S 




— dZ' — QJ^ — 

(.^■\-pp) 
emerget aequatio integrabilis hafc : 

+idf^dz— idQj~ Q_d , — 

— iq+te/ri+W>' ’ - 


'^i^+pp)'^ (i +ppy ' 
+ Bdp +^Qd ^ , erit Pd/> 

quo valore fubftituto » 


qqdS 


(i-h pp f 


* _V(i 4 "^ "i" y 2 


fciv 


» 7 * 
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Sqq 




« v'( I +/>/>) 4 - y j 

( I +/)/?) ^ ^ 

Qiio figniim Integralc tollamus, divifa «quatlonc per six+pp^y 
ea denuo diftcrcntieiur > 
e yfj^p _i_ '?LfUiA-§ 4- \^q_Jjf 

U+Ptf' 


6 SpqqJp 

(i+ep)* 


qux' per - ^ ^ multiplicata , prxbet : 




2q 

.ypdp qdS*^Sdq 

“T* 

^ : 2 


2 q 2q 

.cujus 3 oh dp 
« +• z — i-yy + 


( I +pp) 

a d X dc d y 


_ 3 Sp^qdp _fa_ 

( I +^PP )' 

y> dx y integralc eric 


( i +pp) 


5 : 2 


O. 


At cft — “ radio ofculi R ; unde conflantes 

q 

s 

>G & y duplicando, orietur heee ajquatio = « + 6x — yy^ 

qua; sequatjo apprime congruit cum ea, quam altera Methodus 
direfta fuppeditat. Exprimet enim « + Cx — yy momentum 
potentias incurvantis, re6ia quacunque pro axe aflumpta , cui 
. momento utique jequalis , e/Te debet elafticitas abfoluta S- per 
radium ofculi. J? divifa. Sic igitur non folum Celeb. Ber- 
N o u L L 1 1 oblervata proprietas Elalticae pleniffime eft evida ; 
fed etiam formularum mearum difficiliorum ufus fummus in hoc 
Exemplo eft declaratus. 

44. Si ergo curva fuerit data , quam lamina inasquabiliter 
iF%- 3 - elaftica a potentia CD = P, follicitata format; hinc elaftici- 
tas abfoluta laminte in quovis loco poterit cognofei. Sumpta 
•enim reda C P , qux ad diredionera vis follicitantis eft nor- 
malis, pro axe, ac polita CP =x, PM=^, arcu curvas 
A N = / , & radio ofculi in M = i? , ob momentum potentias 

o 

P ad piindum M relatum = erit —^=Px; ideoqueelaf- 

A. 

ti citas abfoluta in pupdo M, quje eft S”, == F Rx. Hinc 

^ cum , 
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cum, data curva, In fingulis pungis dcrur radius ofculi R clail 
ticitas abloluta in quovis loco innotcfcir. Quod fi creo ma- 
terja lamina' , una cum cralfitic , ubique fuerit eadem ; lati- 
tudo autem fit^ variabilis : quia clafticiras abfoluta latitudini 

elt proportionalis , ex curva formata latitudo laminar in fincufis 
locis colligitur. ® 


45 . S't ex lamina elaftica excifla lingula triangularis fA f 
ubique cjufdcm cralfitiei. Quoniam ergo latitudo m m, in quo- 
vis loco M, eft longitudini AM proportionalis; pofira AM 
= /, erit elafticitas abfoluta in M ut /. Sit ea = Eks -, at- 
que iamini termino ff muro horlzontaliter infixo , anpcndatu? 
culpidi A pondus P j quo lamin» reda media AF in curvam Fm A 
incurvetur , cujus natura quaeritur. Pofitis autem in axe hori- 
zontali abfcifla Ap = x, applicata pm = y, &arcu A m=rj" 

erit Px^=-—j denotante R radium ofculi in m. Multiplice- 


Fig- ij. . 


Fig. 14. 


tur heee «quatio per dx, 8c oh R 
tante , erit Pxdx=: T 


d s 


feu 4 . 


ds 
S ddy 

d s 


At , cum fit d. — 

d s 

^y^d j ^ sd x^d dy 

, erity — - 


ob dds 


ds 


pofito dx conf- 
sdx*ddy 

Ei 

Vv sdx^ddy 

ds* + 77J- +dy 

sdy 


P X X 


-f- si 


s d’f 


ds 

+ ;• 


ds^ 

■y : unde inte- 


grando habebitur 

. zEi • " ds 

45. Sit erit ds-^dx^/ {1 , & pofito 

T^='> "+? =r— 7 (j44)’ 

4 _ ve I ; >>v^(i + pp) 

cp p ' . 

■ ■ adp 2 xd X -i- pp) xxdp dyy/Cl-^pp) 

ppy/(i +PP) + Tp = p 


•fi qu« differentiata dat 


y dp 


( I +•//) 


■ydp 


pH(i-bpp) y \‘--r-rrJ pp\/i\-^ppy. 

_ 2pxdx(^l pp) XX 

c d p “ c 

Euleri De Max. & Mi», Mm 


Hinc 


orttur d 


. Ponatur conflans, 

ac 


# 
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ac diffcrentlando crit — pdx 


2f X J dx( I pp) , 
~ ' tdp 

2p ( 1 + p p) I 2 xdx^ ! 2 X d X 

cdp c c 

o ^=zcdxdp^\-^xddx{\ +/>/) + 2<^x* ( l +/’/>)+ Gpxdxi 
cujus arquationis autem refolutio ulterior non conftat. Simpli- 
. n ' L 9 d s 3 dy P x: X 

cillima autem pro curva eft aequatio haec — 


quia enim pofito x 
a debet eflfe 


ds 

o , & ^ j evanefeere debent , conflans 


47- Hoc igitur modo curvatura lamina? , five a’qualirer five 
inaequaliter elaftica?, determinatur, fi ab una potentia follicite- 
tur atque, quod praecipue eft notandum , fi lamina naturali- 
ter fuerit in direftum extenfa. Qiiod fi enim lamina in flatu 
naturali jam fuerit curva j tum utique a vi follieitante aliam 
curvaturam induet j ad quam inveniendam, praeter follicitationem 
atque clafticitatem , fimul figuram ejus naturalem nofle oportet. 
Sit igitur lamina elaftica naturaliter curva B m a , cujus quidem 
Tig. 1(5. elafticitas fit ubique eadem , = Ekk ; quae a vi follieitante 
P in figuram BMA incurvetur. Per A ducatur re6ta CAP' 
ad diredionem vis follicitantis normalis , quae habeatur pro axe ; 
fitque intervallum A C = <• , abfeifla A P == x , applicata PM 
— s; erit momentum vis follicitantis pro punfto M := 


hu 
^irvaiie- 
ne lamu 
narimt 

vum na* 
turaliter 
non rec* 
tarum» 


JP ( r -f- ^ )• 

48. Sit porro radius ofculi curvae quaefitx Ih M = fuma- 
tur in flatu naturali arcus am== AM =/, fitque in pundo. 
m radius ofculi = r ; qui ob curvam a m B cognitam dabitur 
per arcum s,. In M ergo quia curvatura major efl , radius 
ofculi R minor eft quam r , atque cxceffus anguli elementaris in 

M fupra angulum in ftatu naturali’ crit ==; — — — quiex- 

cefliis erit effedus a potentia follieitante produ( 5 tus.. Quamobrem 

erit c + = ^ ) ; quae cum r per / detur, 

erit .-equatib pro curva quxfita j quae autem fic in genere fpe<fta- 
ta ulterius reduci, non poteft.. 

4^. Po* 
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4P. Ponamus ergo laminam In ftatu naturali amB habere 
Hguram circularem j erit r radius ejus circuli qui fit =/#,unde 

fit P ( f -}■ ) = Ekk(^-^ j ). Multiplicetur ha?c a:qua- 

tioperi/>r, & integretur j orietur — (^^xx+cx+f') = 

J ^ 

— ; quie xquatlo , fi loco e feribatur c -f- > abi- 


bit in '^T (^{xx + cx -{-/') = : quae eft eadem ae- 

quatio quam fupra pro lamina naturaliter re< 51 a invenimus. La- 
mina eigo naturaliter circularis in eafdem curvas incurvatur , 
qua? laminae naturaliter redae inducuntur : tantum fcilicet locus 
applicationis potentiae , feu intervallum A C = r , pro utroque 
cafu fecundum datam legem variari debebit. Eaedem ergo no- 
vem lj>eclcs curvarum prodibunt pro figuris, quas lamina natu- 
ralirer circularis inducere poteft , quas fupra numeravimus. La- 
-mina enim circularis , fi intervallum A C capiatur infinitum , 
primum in lineam redam extendi poteft; tum qusccunque po- 
tentia infuper applicata eundem praeftabit effedum , ac fi fola la- 
minae elafticae naturaliter redx applicaretur. 

50. Ponamus autem , quaecunque fit laminae figura naturalis, 
pundum C infinite diftare ; ita ut momentum vis follicitantis ubi- 

que fit idem , quod Ekk divifum ponatur — -r - ; eritque 


I 

b 


+/ 


ds 


2 - 

K 


I 

r 


& 


I 


i., 4. _L. Hinc fiet / 

b r K 

ds 


b 


amplitudini arcus AM; ficuti/ — exprimit ampli 


tudinem arcus a m ; quemadmodum quidem Celeb. Joh. B E R- 
NOULLI hoc amplitudinis nomine in eximio Tradam Demo- 
tu reptorio uti eft folitus. Sit igitur + j~ arcus in circulo 

cujus radius = i fumptus , qui ob r per s datum , quoque in 
/ erit cognitus. Hinc autem reperientur coordinatae orthogo- 
nalcs & y , ita ut fit 


r ’}6 


H E C V k ^ 1 'S 


m. I 




.v=/S!,fi.i.(-^+/^), (c,=fJscat. ( ^ + 

unJc curva quzdta per quadraturas conflrui poterit. 

51. Hinc determinari poteft figura amB, quam lamina in 
fitii naturali habere debet , ut a potentia P in direftionc A P 
follicitante in lineam redam AMB explicetur. Sumpta enim 
longitudine AM =/5 erit momentum potentia» follicitantis 
pro pundo M= Fj-j radius ofculi autem in M , per hypo- 

thefin , erit infinitus feu = o. ' Sumpto jam in ftatu natu- 

V,« 

rali arcu am =s, pofitoque radio ofculi in m= r j quia hxc 
curva convexitate fua redam. A B Ipedat, in calculo prajceden- 

te pCni debet r negati vum% Hinc erit Ps= , feu r/ 


aa; quae eft aequatio naturam curvae amB compledens. 

I s * /*d s s s c •. 

— == — ; erit f — = ^ — ,• leu erit am- 


2 aa. 


52. Cum igitur fit 

plltudo arcus a m ut quadratum ipfius arcus. Hinc coordinatae 
orthogonales x 8 c y pro hac curva amB ita definientur , ut fit 


fds fin. — , Si y=fds cof. — : Scilicet in circulo, cu- 

2aa. zaa ' 


jus radius = i, abfeindi debet arcus = — cujus finus&co« 

2aa ' 

finus ad coordinatas determinandas affumi debent. Ex eo au- 
tem quod radius ofculi continuo decrefeit^ quo major capiatur 
arcus a m =^- 3 manifeftum eft curvam in infinitum non proten- 
di 3 etiam fi arcus / capiatur infinitus^. Curva ergo erit ex /pira- 
lium genere^, ita ut infinitis peracftis /piris in certo quodam punc- 
to tanquam centro convolvatur ^ quod pun(ftum ex hac conftruc- 
tione invenire difficillimum videtur.. Non exiguum ergo analy- 
fis incrementum capere exiftimanda erit , fi quis methodum in- 
veniret , cujus ope 3 faltem verO' proxime j, valor horum inte- 

gralium- j* fin. — & /V/ cofi ^ aflfignari pG//et> cafii quo 

/ poffitur infinitum ; quod Problema non indignum videtur , in 
quo Geometra vires fuas exccrceant* 

• 53- 



i 


elasticis. 
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+ 
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1.2«'’' 1.2.3. 4/»* 1.2. 3.4. ^.6^* * 

coordinatof x Sc curvje quaefitae commode per feries infinitas 

expnmi poterunt ; erit enim 


1.2. 3.4. 

s* 


s 

1.3^* 


s’’ s” 


1.2.3. 7i,‘ 


+ 

+ 


i.2.3.4-5.n^“’ i.2....7.i5i>"’"^‘^^*' 



,.v -1 r • u' 1.2.3...^“ 

ex quibus feriebiis vehementer convergentibus , nifi arcus s af- 

umatur valde magnus , valores coordinatarum x 8 c y vero pro- 
xime fatis expedite determinari poflunt. Verum cujufmodi va- 
lores a: & y acquirant , fi ponatur arcus s infinite magnus, ex his 
Icncbus nullo modo concludi poteft. 

Quoniam igitur pofitio infiniti loco s facienda niaxi^ 
mam parit difficultatem ; huic quidem incommodo fequenti 

-- _ 1 «A * A A ■ 

= 1», ut fit / = 


modo remedium afferri poteff» Ponatur ^ 

b dv 


erit ds 


2 ^ \j V Nunc autem dico valores debitos pro x 8 c y, G 

ponatur s = 00 , inventum iri ex his formulis integralibus , 

x=^LrMy I _ I . I - 1 

z 


2 yJ V 


fietque , 


h r ^ _ 


— fdvC — — ^ ■■ - 

'>■ \/v V \/C2a— 


+ &c . ') fin. 'v^ 

y 77;; 1 ~ ‘ 4 * ' //_ • " \ > — ^ -j- &c. ) coCv, 

11 poit integrationem ponatur v ■=. tt , denotante vr angulum 
duobus recftis «qualem. Hoc ergo modo pofitio infiniti qui- 
dem evitatur , contra vero feries infinita 

•7^ 777 — Hm ^ ^ I — ^ in calculum Intro- 

v(x+v; V( 2 ^ + v) 

ducitur , cujus fumma cum adhuc lateat, rclblutio hujus nodi 
maximee adhuc di£cultaci cfi obnoxia. 


M m 


j j. Tra- 


1 


Dc> hi- 

wvorfo- 
wp lumina 
flafiiea in 
Jinp,ulh 

'fWiBis i\ 
viribm 
quibus- 
cioique 
follUitci- 

'ttt. 

Fjg- i8. 
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jy. Trjidlta jam methodo inveftigandl corvaturani ctijuf- 
que laminx clafticje, fi ea ab una vi in dr-to loco applicara 
follicitctiir ; conveniet quoque curvaturam a pluiIbiiSj imo infini- 
tis, potentiis lamina; elaftica: induttam indagare. Qiioniam ve- 
ro nondum conflat , cujufmodi expredio his cafibus futura fit 
vel maxima vel minima; methodo utar tantum dire<5ta, quo 
ex ipfa folutione foriafle proprieras.ca , qua; eft maxima vel mi- 
nima erui queat. Sit igitur lamina elaftica, naturaliter rcifla, tn 
flatum A m M redaita , primum a viribus finitis P 8c fecun- 
dum direaionesCE & CF interfe normales follicitantlbus , tum 
vero a viribus infinite parvis fingulis lamina; elementis m^ ap- 
plicatis , & fecundum directiones m p & m q illis C F & C F pa- 
rallelas trahentibus ; quibus pofitis requiritur natura curv» AmM 
laminae indudtx. 

55 . Sumatur reClaFCA produCla-pro axe» ponatur AC 
=c, & vocetur abfclffa AP=x, applicata P]M=^} arcus 
curvse A M = /, & radius ofculi in M = R- Sit elafticitas la- 
minx abfoluta conflans = Rkki atque fumma momentorum ex 
omnibus viribus follicitantibus rcfpeClu punCli M ortorum xqua-, 

lis cfle debet Primum quidem a vi finita P In diredtio- 

K E» X * 

ne C E trahente oritur momentum = m eam 

pl;?gam agens qua vis elaftica xquillbratur. Momentum autem 
ex altera vi Q^ortum, nempe Qjfin contrariam pLagam tendit, 
ex quo ex viribus finiris P & Q_ conjundim oritur momentum 
P(c + x) — Qj. Jam confiderctur quodvis elementum la- 
minx intermedium m/t*., cujus relpondens abfeifla Ap ponatur 
= ( , 8c applicata p m = »f , fit autem vis elementum m a* in 
diredione rap urgens & vis urgens in diredione mq 

= dqi erit momentum ex his viribus pro pundo M ortum = 

(>^ — K)dp — — n') dq. 

57 . Ad fummam ergo omnium horum momentorum inve- 
niendam j pundum M , ac proinde x 8c y ^ tantifper pro conf* 
tantibus haberi debent , dum folx coordinatx C & cum viri- 
bus dp Sc dq lanquam variabiles fpedantur. Erit ergo fumma 

momenr 


L ASTICIS, tjy 

momentorum a viribus arcum A m follicitantibus ortorum = x» 

•7~yt — Jp -\~ f j > ubi / exprimit fummam omnium vi- 
riuin arcum A M in directionibus applicatis p m parallelis follid* 
t^tium , & ^ fummam omnium virium arcum A m in directio- 
nibus axi Ap parallelis foUicitantium. At eft f(^d p-= Pp 

fp^\^fnd ^ = t, q — fq d ti } unde fit fumma momentorum 
<x viribus arcui A m applicatis ortorum =(x — 

~^y — ’')7 — Promoveatur jam punCtum m in M 
ufcjuet fietcjue P — x^ tj — y j & d^ :=^d'x atcjue d dq\ unde 
fumma omnium momentorum per totum arcum A M fumpto- 
rum ti\x.=fp dx — f^dj. Qiiocirca obtinebitur procurva; 

quaefita h;vc aquatio =PQe-\-x') — Qy+j^dx — fqdy^ 

ubi ergo p exprimit fummam omnium virium verticalium feu in' 
directionibus applicatarum M P agentium , & q fummam om- 
nium virium horizontalium feu in direCtionibus M Q axi AP' 
parallelis agentium per totum arcum A M. 

S8. Si formula ^ AT & qdj integrationem non admittant 
. tum arquatio inventa per differentiati onem, ab his formulis inte-- 
gralibus liberari debebit unde habebitur ifla tequatio ; 

ZlIlJ^=:Pdx — Qdy -f. pdx— qdy.. 

Sin autem nec p nec q per exprefliones finitas exhiberi poffinr 
quippe qute jam exprimunt fummas infinitarum virium infinite; 
parvarum , tum per ulteriorem differentlationem valores finiti p 
& f exterminari debebunt, ut tantum infint dp ^dq cum dif. 
fcrentio-differentialibus ddp & diq. Orietur autem, poft pri-^ 

mam differentiationem , Ekkd, ~ 


^ ^ df’ 


Sit ^ 

dx 


dx dx 

&rentiata:. 

— EH d. 


m , eritque denuo aequatione dif 


iit- 

dCfi 


%dq: 


d od dea 

«equatlo ad dijfferenualla quarti ordinis afeendir. 


dea' 


fs. Sint^ 


I 


aSo 
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> 

5P. Sint laminae , loco potentiarum verticalium horizon- 
talium f 5 in lingulis punftis M applicata; du.-t potantia;, al- 
tera normalis MN = dv & altera tangentialis M T = dt. 

H . • Axdv dydt a 1 dxdt dydv - 

inc erit df — h -=77- & df— 


ds ds “ ds 

ob dj-=i udxicds ), habebitur d^ 

u d t d t u d t 


dv 


4 - 


\/( I 4 " OicI) 




\/( I -i- UCd ) 


V \ * “i' 

quibus in 


^ , V : - , v^(r 4 "^») 

praced. §. arquatlone ultima lubftitutis, proveniet lequens aequa- 
tio 5 ' 


d. 


Ekk d. 


dK 


dt 


4 " 


2 oi d V - I \ j dv ^ 


dv V(r 4 "i»«) ”*~ V'(i 4 *^-'<!>>) • rv*- 1 ^ deo 

quee multiplicata per v' ( i •+•««) fit integrabilis : pofito enim, 

d R 

brevitatis gratia ^ Zt = , reperictur integrale. 


A — t “i- 


dv^l-^ooeo) 


eo 




dz^C^l^^coci^ 
d eo 

dK 


eo Z 


Ekk ( d. ^ , 

deo ^^dx ^ (l ^coco) 


4 - 

V (l-^coeo) 

4 " T - l )- 


Gum vero fit 2 ? 


■Cr 4 ~gi)«)^ dx 

1 3 

eo 


erit du 


■^KK 
■^i 4 "«'»>)^ dx 


quo loco du valore fubftituto , habebitur : 

A — t~ ^dv_ , I Pv. 


d S 


Ekk e 


R. 

dK 


), 


ob dx ( t -f- uu') 


pro curva quaefita orietur haec aequatio 


ds y liS^ds 

ds. Quocirca aequatione ordinata , 


r 4 - 


Ildv 


A.= Ekk(^ 


K 


d. 


dii 


)■ 


^ 2it.il. ds B^B^ds 

6 o. Primum quidem manifeftum eft, fi'vls elaftica Ekk eva- 
nefeat , laminam tranfmutari in filum perfede flexile ; atque hinc 
in his aequationibus continentur omnes curvae , quas filum per- 
fede flexile a viribus quibufeunque follicitatum formare poteft. 
Sic fi filum a propria gravitate wntum deorfum-foUicitatur , erit 

^ = O 3 
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381 ' 


f = o , & ^ exprimet pondus fimis A M , eritquc etgo 

= Qj=^ conflanti j fiido P = o, qu£e efl arquatio generalis 
pro omnis generis Catenariis. Sin autem filum perfede flexile, 
in lingulis pundis, a viribus quarum dirediones fiint normales 
ad iplam curvam follicitetur , ita ut in pundo M filum follici- 
tetur fecundum diredtionem M N , vi = dv ; ob i = o , erit 

== A = conflanti, qu» efl proprietas generalis curvarum 

V elariarum , Linteariarum , omniumque in quibus hujufmodi fol- 
licitationes locum habent. 

6i. Ad laminas elaflicas autem revertor, de quibus mox ifla Decter. 
quxflio prtB ceteris notatu digna fe offert, cujufmodi figuram 
accipiat lamina elaflica proprio pondere incurvata. Sit AmlA eiajika » 
hxc curva qute quaeritur , & quia folse vires verticales a gravita- 
te ortx urgent , Bet F — o, Q^= o , f = o , & / exprimet 
pondus laminae AM. Qiiare fi F fit pondus laminae longitu- 

fnf 

dinis ^ ; quia lamina uniformis affumitur , erit f — — i unde 


curvse natura hac exprimetur atquationc sit 

amplitudo curvae f -^==Uy erit R = ^ y 8cdx ==zds fin. ui 
unde , fumpto elemento ds conflante , reperietur aequatio 

, r , Eakb ddu 

sds Bn. a -f -j- = o , quae autem , quantum primo in- 

tuitu patet , ulterius reduci nequit. 

62. In primis autem notari meretur curva, quam fluidum al- 
titudinis quafi infinit» laminae elafticae inducit.- Sit A M B fi- 1 ?* 
-gura haec quse quaeritur, & polito AP = jr, PM=^, AM 
=• / } elementum M m in directione normali M N urgebitur vi 
ipfi ds proportionali,- miiAq zntdv ==ndsy & o. Hinc 
orietur vis verticalis df = ndxy & horizontalis 
ex quibus ftatim fit p = nx Sc q = — xy j ideoque in aequa- 
tione prima fiet = F(<- 4 -x)- — Q,y + { nxx + i »jy- 

Euleri de Max. (jr Mtff. N n Coor- 


'jSi c V R r 1 f 

% * 

Coordinatce vero x fc y' ita quantitatibus conflantibus augeri 
diminuivc pofllint, ut xquatio pro curva hujufmodi Faciem ac- 
quirat X X yy = A Hacc autem scquatio fi multipli- 

cetur per xdx A-ydy t fiet integrabilis ; cft enim f 

[pofito dy = udx ] : 


■/ 


X (i X + V // y 

1C~ 

y ot) X 

V ( I + ^ } 


(l ^COCt})^ 

= Hanc obrem, poft integrationem conflantibus 

mutatis j prodibit (xx+yyY = A(^xx -\-yy ) + ^A^ -l 

-f-C. Sit X)(-\-yy ) = z & y=uz‘, erit x = z\/ (^.l ■ — ) J 

zzdn Q f if t ^ \ z z ^ II v. 

, 8 c ds — ^/{dz^ -h ~ — ^ 


unde »<3? V — >xdy,= -77- 

f y( I — uu ) 

Ergo pofito 


uu) 


:= dr, erit z'^ — Az.\ 


V- ( I - 

Bzzdr 1 . , 

— :r-r-r-, TT^ > hincquc d r = 7-7— 

^idz +zzdr^) ^ y(i 

dz(z^--Az^ C') 


' u u 

c== 


dti 


m- 


; 


= rTIW, _ ( ^ _ c )— • " 8 ° ’ 

fi fuerit ^ = o & C = o , erit algebraica ; habebitur enim ha’C 

. du zz dz ^Z Z dz 

7 , 1 — = , Vi a‘ — > <)“* 


integrata dat A fin. « = i A fin. , feu 


4 l. 

3 


a 

6 


3 H 


4« 


5 unde hxc refultat sequatio z^=^a^yzt- — 44^^^ 


_ 

z z 

feu, ob zz = XX +yy:, hxc x^ ^x*y' -f- ixxy^ + y\ 
^ ■=y(i^xxy — 

ofiii^to" ^ bis etiam motus ofcillatorius laminarum elaflicarum 

r/o .'ami. utcunquc ad motum comparatarum definiri poteft : quod argu- 
'XjiUa. tnentum profedo digniffimum primum excolere ccepit Vir Ce- 
tum. leb- Bernoulli, mihiqucj jam ante complures an- 

nos, Problema de ofcillationibus lamina? claftiea: altero termino 
parieti firmo iiifixse determinandis propofuit, cujus Solutionem 

exhibui 
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exhibui In Comment. Petro^ol. Tomo VII. Ex hoc autem tem- 
pore, cum mihi commodius hoc Problema tradarc contigit ; 
tum etiam per comrriercium cum Cclcb. BerNOULLIO plu- 
res accederunt aliae quaeftiones & confiderationes , quarum eno- 
dationem, ob materiae affinitatem , hic adjungam. Qiiando autem 
motus vibratorius eft fatis promtus , tum fimul a tarnina vibrante 
fonus editur , cujus tenor ac relatio ad alios , ope doftrinae de 
fonis, ex his principiis determinabitur. Et quoniam fonorum in- 
doles fiicillimc ad experimenta revocatur ; hoc ipfb confenfus 
calculi cum veritate explorari, atque adeo Theoria confirmari 
poterit : quo padlo , cognitio noftra circa naturam corporum 
elafticorum non parum amplificabitur. 

54. Primum autem monendum eft , hic tantum circa ofcilla- 
tiones minimas ,quaeftionem inftitui ; atque adeo intervallum , 
per quod lamina inter' ofcillandum excurrit, efte quafi infinite 
parvum. ' Neque vero , hac limitatione , ufus & applicatio quic- 
quam diminuitur : non folum enim ofcillationcs , fi per majora 
fpatia fierent , ifochronifmo deftitucrentur j fcd etiam fonorum 
diftindorum formatio , ad quam hic potilfimum fpedamus, mi- 
nimas ofcillationcs requirit. Confidero igitur hic primum lami- 
nam elafticam uniformem naturaliter reiftam , cujus alter termi- 
nus B pavimento immobili firmiter fit infixus , ita ut lamina fibi jpig. 2«. 
rclifta fitum teneat reClum BA. Sit hujus laminse longitudo 
AB'=:rf ,• ejufque elafticifas abfoluta in fingulis locis — Ekk-, 
ab ejus vero pondere vel mentem revocamus , vel infixionem 
ejufmodi ftatuimus ,• ut ejus ftatus a gravitate turbari riequeat. 

Jam lamina hasc a vi quacunque impulfa vibrationes P^"* 
ragat minimas, circa ftatum naturalem B A ufrinque excurren- 
do per minima intervalla A a. Sitque B M a ftatus quifpiam , eiajika 
quem lamina inter ofcillandum tenet ; qui qtioniam infinite pa- 
rum tantum diftat a ftatu naturali B P A, rc< 5 t« M P, A a fi' ro infixa. 
mul reprajfcnrabunt vias , quas laminae punda M & a percur- 
runt , vel potius hae redlar ad vias veras rationem habebunt a ra- 
tione aequalitatis infinite parum diferepantem. Ad motum au- 
tem ofcillatorium determinandum , abfoluie necefle eft naturam 

N n a 
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curv* B M a , quam lamma inter ofcillandum induit , nofTe. Sit 
igitur AP^Xj PM arcus aM =/, & radius ofculi 

in M = R ; & intervallum minimum A a = b ; atque , ex 
conditione memorata , erit arcus / proxime a:qualis abfeifla: x, 
ac proinde pro t/ s fumi poterit d x : pr» d x enim evanefeet dy. 
Et cum, polito dx conflante, fit gcncratiin radius ofculi = 

- A\ , erit pra;fenti cafu R = curva B M a con- 

dxddy ‘ ddy 

vexitarem axi B A obvertit , & quia lamina in B muro firmiter 
cfl infixa , erit re(5la A B tangens curva: in pundto B. 

66. His politis , tam ad naturam curv» B M a quam ad Ip- 
fum motum ofcillatorium determinandum , fit longitudo pen- 
duli fimplicis ilochroni : ofcillationcs enim minimas efle ifochro- 
nas , cum natura rei declarat , tura ipfe calculus inftiruendus 
monftrabit. Acceleratio ergo, qua laminje pundlum M ver* 

fus p urgetur, erit==-j- = Quare II mafla totius lami- 

nte ponatur qus per cius pondus exprimitur j eritcle» 

menti Mm = ds:i=: dx mafra = ; unde vis motrixele- 


a 


mentum M m in diretflione M P follicitans erit 


My dx c 

— ? > nc* 

que vires , quibus lingula? laminte particulae ad motum acflii cien- 
tur , innotefeunt , cum ex ipfa curva B M a , tum ex longitu- 
dine penduli 'fimplicis ifochroni/i Quoniam vero lamina avi 
elaflica revera ad motum incitatur i ex hac cognita vicifflm & 
jiatura curva? BMa, & longitudo penduli fimplicis ifochroni 
determinabitur, 

67 . Quoniam ergo lamina perinde movetur , ac fi fingulis 
iplius elementis Mm iu diredione MP vires clfent applicata? 

= } fequitur,,fi lamina? fingulis elementis M m in direc- 

tionibus contrariis M:r arquales vires — applicarentur , la- 
minam in flatu BMa xquilibrari. Hinc lamina inter ofcillan- 
dura eandem curvaniratn fubibit, quam indueret quieta,, fi in 


elasticis: 


a&5 


fingulis pnrjiftls M foUicItarctur viribus - io dircAionibus 

•/ 

Mt. Per regulam ergo fiipra§. ^6 inventam, colligantur om- 
nes h* vires per arcum aM applicatae, atque prodibit fumma 

= quae ibi in locum ipfius/> fubftitui debet. Qi^iarc 

cum vires reliqua; p, a, & f , quae ibi habebantur , evaneC- 


Eki 


eant , natura curvae exprimetur aequatione — ^ 
habebitur — fjxfydx. Cum vero fit R 


ff dx\-m^t 

dx^ 

'^Td~'y ^ 


erit 


£ d d y JWr 


Tl'^d 


Mdx 

, »— = — i a X ! j a X -y (x. amcxznnznao 

dx dx aj 

'xfjdx : denuoque difFerentlando prodibit ifta aequatio difFcrerr- 
tialis quarti ordinis. Ek k d*y =■ 


68- Hac ergo arquationc & natura curva: BMa exprimitur,' 
& ex eadem, fi ad cafum oblatum accommodetur , longitudo f 
determinabitur j qua cognita, ipfc motus ofcillatorius innotefeet. 
Ante omnia autem hanc aequationem integrari oportet : qua: cura 
pertineat ad id aequationum difFerentialium ahiorum graduum 
genus , cujus integrationem generalem exhibui in Mifcell. Berol, 
Volumine VII, hinc fequens aequatio integralis reperictur 

ponendo brevitatis ergo > prodibit fcilicet 


X 


<f = A e c + B e ^4-Cfin. — +1? cof. — , 

^ C C 

ubi e denotat numerum cujus logarithmus hypcrbolicus eft= i; 
& fin. — & cof. — denotant finum & cofinum arcus = — in cir- 

C C • C 

culo, cujus radius = i , afiumpti. Tum vero A, B, C, & D 
funt quatuor conflantes arbitraria; per quadruplicem integratio- 
nem introdudia; , quas ex accommodatione calculi ad praelentem 
cafum definire oportet. 

Determinatio autem conflantium fequenti modo inflhue- 

N n 5 tuT' 


V 
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tur. Primum pofito x = o, fieri debet —l ; hinc ergo ori- 
tur ifta a'qUrttio , i> = A-^B D ^ qux cft primA. 

Secundo, cum fit = fdxfjdx ; fado ,v = o , fieri 


debet 


o; at cft 


e e 
o = 


d X*' ' 

=: 0 

X 

D 

• ^ 

c 

■* 1 

cc 

A+B~ 




A -i 
- e ^ 
cc 


B * 

e e 


X 

e 


cof. — : unde oritur hjec squatio fetunda , 

e e 


D. 


d^y 


Tertio , cum fit =73» •X’ ; pofito x=o, fimul , , 

u X u X 


cvancfccrc debet: quia ergo erit 


c*d*y 


X 

Ac e 


— A? 

B e e 


X 


- — e cof. i- jD fin. — : prodit aequatio urftA , o = A — 

e e 

B— e. 

. Quarto autem, fi ponatur x=a, applicata ^ evanefeit , un- 

a • — a 

de obtinebitur aquatio quarta , o = Ae e B e c+Cfin. — 
Hh D cof. — . 

e 

Quinto , quia AB eft tangens curvae in pundo B ; fiido 
X = a , fieri debet ^ = o : unde prodit aquatio quinta , 

ti X 

i 

€L 

o-=Ae <^ — Be -^CcoC— J5 fin. -fL, 

e e 

Ex his ergo quinque aquationibus , primum quatuor conflan- 
tes A, B , e , D definientur} tura vero, in quo cardo rei 

verfatur , determinabitur valor ipfius e = ^ 

longitudo penduli fimplicis ifochroni/* elicietur} quo iplb, dura» 
tiones ofcillationum cognofccntur. 

70. Ex aquationibus fecunda & tertia , conflantes C 8 c D 
ex;y^ & B ita definientur , ut fit 

C~A — B, & D = A+B. 


qui 
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qui valorcs in aequationibus quarta & quinta lubAItutl dabunt 

a — a 

+(y4+J5)cof. — 

C ^ 

a — a 

o—Ae~ — Be “+(^- J3)cof. - --(yf+B) fin. - ; 
ex quibus eruitur , 

« 


B 


— <r +fin.— — cof. — 

c c 


e f +cof. — + fin, — 


It ll ^ 

e « 4- fin. — + cofi — e ^ cof. — fin. — 


unde obtinebitur haec aequatio , 


a 


a 

i 4 “ ( ^ ^ c ) cof. 


z a a 

fcu e c cof. — 4- 2 4- cof. — 


a 


quae dat e 


a 

c 


— 1 + fin. 

Z' CL 

col. 

c 


£t 

C 


. Cum igitur e fit quanti- 


tas affirmativa , cofinus anguli — erit negativus ; ideoque an- 

C 


gulus ~ redio major. 


71. Ex hac aequatione intelligltur dari Infinitos angulos 

« 

quaefito ‘fatisfacientes, ex quibus infiniti diverfi modi ofcillatio- 
num cjufdcm laminae oriuntur. Curva enim In uno pluribufve 
punctis axem A B fecarc poteft , antequam In B axem tangat ; 
ex quo cjufdem laminae plurcs, Imo infiniti, ofcillandi modi 
aeque funt poffibiles. Cum igitur hk inprimis contemplemur 
cafum , quo B primum eft 'pundtum , ubi lamina ab axe A B 

tangitur i huic cafui fatisfacict minimus angulus ~ aequationem 

inven- 


/ 


»88 h t c u X y 1 i 


invcnratti rcfolvens ; qui angulus cum fit rc( 51 o major , ponatuf 

— z=z{ ir +<p i exiftcnte <P angulo rcfto minore. Hinc , 
c 


ob fin. — 
c 

xquatio . 


— cof. <p , & cof. ^- = — fin. <P, obtinebitur duplex 

G 



1 -f. cof. <p 
lin. <P 


a 

quat praebet , vel e = tang. ^ <p , vel e = cot. i > quarum 
poftcrior mindPem dabit valorcm pro angulo 0 ; quae ergo ad 
cafum propofitum erit accommodata. 

73. Sequentes poflibiles ofcillationum modi reperientur , fi 

pro ponantur anguli duobis re( 5 tis majores , tribus vero mino- 
res. Sicpofito — =^5r — (p,erit fin. — == — cof.^j&cof. — 

C C 

— — fin. 0 ; unde fit e c = — ^ , feu , vel ^ — 

iin. 0 


a 

tang. 0 , vel e~ = cot. 1 0 . Simili modo alii ofcillationum 
modi reperientur, ponendo C | ^ — 0 , &c, 

£x quibus omnibus , fi fumantur logarithmi hyperbolici, orien- 
tur fequentes aequationes : 


I. 4 tt -1- (p = / cot. 10; II. 4 . 5 r 4 -(P“ / tang. 10;' 

III. ^5r — <p == / cot. I (p ; IV. Itt — <p = / tang. i (P ; 

V. I + <p = /cot. i <P; VI. £ 5 r -f- (p — / tang. 1. <p ; 

VII, — (p = / cot. X <? > VIII. Itt — (p = / tang. i <p ; 

.. 6cc, 

Harum autem aequationum tertia congruit cum fecunda 5 pofito 
enim ^ p = i | ^ , ut fit cot. 10 — tang. 16; tertia tran-' 

fit in 1 7r+ 6 =l tang. 16 ^ qusc eft ipfa fecunda. Simili mo- 
do quarta congruit cum prima : tum quinta dc oi5tava inter fe 

' con- 
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congruunt ; atque fexta cum feptima. Quamobretn fcquentes tan- 
tum prodibunt aequationes diverix : 

I. i *• 4- = / cot. T «P 

II. i 5r 4- <p =: / tang. t <P 

III. y ir 4” *P ^ cot. 3 (p 

IV. I w 4- (?) = / tang. i p 

V. ^ -TT p ~ .1 cot. 4 - <P 

VI. j w 4“ 0 ^ tang. 4 *P 

&c. 

71. Logarithmus autem hyperbolicus tangentis vel cotangen- 
tis cujiifpiam arguli repericur, fumendo logarithmum Tabula- 
rem , indeque auferendo logarithmum finus totius, atque refi- 
duum multiplicando per 2, 3025850^2^514; qui labor ut fuble- 
vcTur denuo logarithmis uti conveniet. Sit u logarithmus hy- 
perbolicus tangentis feu cotangehtis anguli 4 <P 3 qui qua?ritur ; 
fumatur ex Tabulis logarithmus ejufdem tangentis cotangentif- 
ve, qui logarithmo finus totius multatus ponatur =^’. Cum 
ergo (it u = 2, 30258505» 25»54 X V i erit , fumendis logarithmis 
yulgaribus , 

ltt^= Iv 4- o, 3^2215588^. 

• Hoc logarithmo invento , cum fit « = tt 4- (P, erit Iu = 

3 

l ( ~~ 7 r+p'). Ad hoc evolvendum, angulus p in partibus ra- 
^ / 

dii exprimi debet , qucm,idmodura & tt eodem modo exprimi- 
tur , dum eft ?r = 3, 1415925535 , ac propterea .... 

1 , 5707P532575). Angulus autem p eodem modo ex- 
primetur , fi is in minuta fecunda convertatur , atque ab hujus 
numeri logarithmo fubtrahatur conftanter 5,3144251332; fic 
enim prodibit /(?» , ex quo ad numeros regrediendo valor ipfius 
P eruitur. Erit aurem conftanter pro unoquoque olcillationum 

genere ~==»3= ~ tt p. 

C *2t 

74. Hvs circa calculum inftituendum monitis, per approxi- 
Eulcri De Max. ^ Miff* O o matio* 

-* — -1 
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mationcs valor angtili <P pro quovis ofcillationum genere' non 
difficulter eruetur. "Tribuendo enim pro lubitu ipfi (p valores ali- 
quot, & per calculum determinando , & ^ 5r4-(p, &/ i <p. 

mox valor ipfius <P prope verus cognofeetur. Qiiod fi autem 
habeantur limites anguli (p utcunque remoti, ftatim invenientur 
limites propiores , ex hifquc tandem verus valor ipfius <p. Sic 


pro xquatione prima -^ = lir4-<p = / cot. 1 0 , fcquentes li- 

.mites anguli erui 17°, 26', & 17®, 17', ex quibus per fc- 
quentem calculum verus valor ipfius <P obtinebitur.. 


0 

17“, Z6' . o" 

M 

0 

0 

in min, fec. 

62750 

52820" 

log. = 

— 4 ,* 7 P 7 < 582 P 34 p 

4, 79809793211 

fubtr. 


5, 3144251332 

/ 0 

— 9 ■> 4832578017 

9,4835727989.’ 

0 - 

— 0, 3042690662 

0,3045599545 

1 5 r - 

2. 

— I , S70JP6S26S 

I , 5707953 258 

^ TT ^ 0 - 

— X , 875:0553930 

1 •• 87535 < 528 i 3 

^0 = 

8°, 43'. 0" 

0 

0 

00 

1 

/,cot. ^ 0 - 

IO5 8144034109 

lo , 8139819342 

'V 

O5 8144034109 

0 , 8139819342 

l 'V 

9, 9 io 839583 P. 

9, 9105147550 

^dd. - 

0, 3522 155885 

0 , 35221 55885. 

lu 

0,2730552725' 

0, 2728304545 

u - 

8752331540 

I , 8742525575 

diff.. 

■ 4 r 1677610 

10935138 


Ex his ergo utriufque limitis erroribus . concluditur fore 


17° , 26', 7-' — , &i.5»- + <p,fcu — 

' ' . T r\r\ 


100 


107°, 26', i' Cum 

' ' JOO. 


V, ero. in minutis fecundis fit. ® 767,^80 erit 
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\0 == 4 ) 7 ^ 7738 ^ 25 '' 

fubtr. =. 5. 3 1442 51;^ ^2 

9 ) 4833 ^ 3 oiP 3 
crgoO = 0,3043077545 
add. -j TT = 1, 5707^532*^8 

— = 1,8751040815 

C 

* ^ A • 

quo Invento, ent ■— = tang. 0,1 53 3 35?o524. Repentur 

ergo ratio conflantium A 6 c B y ex quibus Sc ratio reliquarum 
conflantium C 6c D ad illas cognolcetur. 

75. Reflat adhuc prima a?quatio & = A-\-B + D y qua» l 
ob D =■ A B j abit in h = 2 A -{-2 Bi ideoque A B 

— ^b \ cum ergo fit — = tang. i fiet .B f 1 + tang. { <2» ) 

= 4 ^ , & 5 = — . t T'^ • Unde ex tang. | 0 = 

2-1-2 tang. y 0 o 

o, 1533390524 finguk asquationis conflantes fequenti modo 
determinabuntur 


A 

T 


B 





tang. i 0 ■ 

^ 0* 15333 P 0'524 

2(14- tang. 40)' 

2 , 3055781248 

I 

I > ooooooocoo 

2(14- tang. i: 0 ) 
— ^ T 4 - tang. 4 0 _ 

2 , 305578 I 248 
0, 8455509375 

a(i 4 -tang .4 0 ) 

I 4 - tang. 10 

2, 3055781248 

„ t ) t 533 . 39<^<524 

2(14^ tang. ~ <P) ~ 

2 , 3055781248 


quibus Inventis, natura curvs aMB, quam lamina Inter ofcillar.^ 
dum induit , hac exprimetur jequatione 


11 

b 


A - . B 

T" +T 


A? 

C 


t C r ^ 

+ t‘"-7 


JD 


T 


/» fXJ 

COI. — . 


75. Quod autem ad ofcillationum velocitatem attinet, ea 

O o 2 ex 
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cx «quatione ^ == i , 875 1 0408 1 3 cognofcetur. Ponatur birc- 

yitatis gratia : » = 1,87^1 04*^8 1 3 ut fit /< = » f. 

Et cum fit c* — ubi — exprimit gravitatem 

AI d. 

fpccificam laminre, & Ekk clafticitatem [ abfolutam ; eo mo- 
do, quo haiftenus fum ufus, erit 4'* = »*. Ekk. idto- 


que / = 




ex quo longitudo penduli fimplicis 


ifochroni tenebit rationem compofitam ex quadruplicata longitu- 
dinis laminae , fimplici gravitatis fpecificae , & inverfa elafticita- 
tis abfolutae. Sit ^ longitudo penduli fimplicis lingulis minut|s 
fecundis, ofcillantis, ita ut fit^= 3 , 1661^ ped. Rhenani; quia, 
durationesofcill.itlonum funt in fubduplicata ratione pendulorum, 
tempus unius ofcillationis a lamina noftra elaftica fadtae , erit = 

fecund. = ^ ^ . — > unde numerus ofcilla* 

^ g nn i E d 

tionum uno minuto fecundo editarum erit = — \l g. E k k. 

a a. 


■ju , qui numerus exprimit foni quem, lamina excitat tenorem. 

Soni ergo a diverfis laminis elafticis uno termino muro infixis 
editi erunt in ratione compofita fubduplicata elafticitatum ab- 
folutarum direde , inverfa fubduplicata gravitatum fpecificarum, 
& inverfa duplicata- longitudinum. Quare fi duat lamisx elaf 
rica? tantum, longitudine differant erunt foni reciproce ut qua- 
drata longitudinum ; fcilicet lamina diiplo- longior ^et fonum 
duabus odavis graviorem., Gorda autem tenfa duplo longior 
fonum una tantum- odava graviorem edit , fi tenfio- maneat ea- 
dem, Ex quo patet fonos laminarum elafticarum longe aliam fe- 
qui rationem, atque fonos cordarum tenfarum.. 

77- Quod ad naturam curva* aMB ultra terminos a & B 
continuata: attinet-, primum quidem patet curvam ultra 4 diver- 

gendo, ab axe B A continuato progredi. Pofito enim x nega- 
tivo fiet- 


£ L A s r j c j s: 



y:=:B ec +Ae — Cfin. ^ + DcoC. 


Hic j^tn omnes tcrmihi funt affirmativi , (jula folus cocfficicns C 

ante obtinuerat valorcm negativum ; unde dum crcfcit.v, etiam 

y crefeere debet } (^uia numerus B major eft t^uam A > ate^ue 
adeo terminus praevaler. Qiiam primum autem - vale- 


rem faltem mediocrem eft adeptum ; tum ifte terminus Be 
tantopere efefeit , ut reliqui termini prae co quafi evanefeant, 
Ob eandeni rationem , quia curvae in B radius ofculi non eft 

= oo 5: eft enim ^jfdxfydx) curva in B non habebit 

punftum flexus contrarii, idcoque ad eandem axis • A B partem 
ulterius progredietur >• au<fta autem abfcifla.x ultra AB = <r> 


X 

tum primus terminus ^ e mox tam fit magnus , ut. reliqui pra: 
eo pro nihilo reputari queant. 

78. Hic igitur eft primus ofcillationum modus inter illos in- 
numerabiles , ad quos eadem lamina fe componere poteft. Se- 
cundus modus in figura reprajfentatus quo lamina in B fixa axem 


AB in uno punfto O trajicit , deducetur ex atquatione — 

C - 


^ x + == / tang. i 4 >, fcu hac i «r. — (p = /cor. i 4 ^ ~ — . 

Hic per nonnulla tentamina inveni angulum 45 contineri Intra 
hos limites, 1° , z' , 40? &. j®, 3', o'- , ex quibus ut ante verusi 
yalor ipfius <P eruetur.- 


P o ^ 
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0 ^ 1% 2\4o" 

Inmin. fec. = 37'^o^ 

log. =3,5751878450 
fubtr. — 5, 3 144: 5 1332 

i%3' 0" ' 

5780" 

3i 57749 f 7998 

5, 314+1^^332 

10 8 2607627118 

0 — 0, 0182289944 

1 sr 4. 7123889804 

82 16^066^066 

0,018325957* 

4, 7 1 2 3889804 

-— = 4, 6941599860 

C 

T ^ = 3 io" 

/ cot. 5 4) = 2, 0402552577 

/z> = 0, 3096845055 

add. 0, 3622 1 5688<5 

4, 6940630233 
31', 30^'^ 

2,0379511745' 

0,3091937748 

0,362215,6886 

■Iu = 0,6719001941^ 

» — 4,6978613391 

=4,6941599860 

0, 6714094634 
4 > 692555 P 9 i 4 

4, 6940630233 

Error •4-37013531 | • — 15070309., 


Ex his erroribus concluditur verus valor anguli = i ” , a' 
54" & — n=: 268'’, i?', f — — • Cum igitur fii; 

/*- 1000 e ^ 1 / J J 1000 ® 

r 0 3774, 213" erit 

' i 0 )==z 3, 3'7582^4o<?i' 

fubtr. == 5, 3 14425 133 a 

8> 2624012729 
== Oj 01 8^97900«? 
a I w = 4,712.3889804 

— = 4,6940910795 

* 

Sonus ergo laminae priori modo orcilLintis erit ad /bnum ejut 
dem laminx hoc modo vibrantis , uti eft quadratum numeri 
Ii 87 j .1040813 ad quadratum nuuneri 4, ^940910795 , hoc eft 

ut 
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Ut 1 ad 1^5891 , fcu in minimis numeris ut 4 ad feu ut 
1 ad 6 Unde fonus pofterior erit ad priorem duplex 0(itava 
cum quinta 3 c cum hemironio fere. 

79.. Pro fequentibus ofcillationum modis ejufdem laminae elaf- 
tica' , quibus lamina inter ofcillandum axem AB in duobus 
pluribufve puneftis interfecat, fit angulus <$> multo minor. Sic 
pro tertio modo habetur hxc tequatio ~ tt -{- <$=:/ cot. l 0 

= -—i Cum ergo fit = cot. 0 , oh 0 angulum ^ 

vehementer parvum , erit' ^ “f~ 4 ^ 

^ 0 ^ + 8 cc.) Sc cot. i 0 = 


— 

r 00 


Hinc erit proxime e’ 
pius 0'= ^ 


X 


i'?>— ,V 4 >* 

—i ideoque4^-=2e 


( I + +4 4^* +• 

2 0 


0 




6 • 

, 8 c prO' 




t TT 


unde erit- 


a 




~ TT j 

“ * } *** 2 


^ V I ^ 

qui poftcrior terminus cft quam- minimus. Simili modo pro» 
quarto ofcillationum modo, erit proxime 


c 




tcufcU 


dc ita porro: ob hos alteros terminos evanefeentes , ipfius 
— valores erunt { tt , &c. qui eo minus a veritate aber-- 

rabunt, quo ulterius progredientur.^ 

80. Confideremus janti laminam elafticam- nufquam fix.am , „ ^ . 
fed liberanr vel plano politiffimo incumbentem, vel remota grn- - r2o»dui- 
vitate , in fpatio vacuo verfantem. Facile autem patet hujuf- 
modi laminam motum ofcillarorium recipere polfc , dum lamina Sf" " 
acb lefe incurvando alternatiin cis & ultra flatum quietis AB ^^S- 
excurrit. Motus igitur ifte ofcillatoriiis fimili modo , quo in 
ca u prscedente , definiri poterit, dummodo calculus debito mo- 
do ad hunc cafum accommodetur.. Sit igitur acb figura la- 
mmx incurvata quam- inter ofcillandum obtinet , at A C B fit 
fitus cjufdem lamina: in flatu cequilibrii, per quem in quavis of- 
c latione tranht Ponatur, ut ante Jongitudo laminse AB 
, j, s elafticuas ab/oiuta atque pondus feu^ mafla- 




— /f, , 

: m:. 

Deinde: 


^g6 D E C U Jt F I i 

Dcindc fit abfdfia AP ^ x, applicata P M arens aM 

■-TT f qui cutn ablcilTa x confiinderur ; ita ut ftatui queat Js 

=.dx‘, cx quo radius ofculi in M orietur = — = if. Sit 


diy 


autem porro applicata prima His politis, ratiocinium 

• E hli 

ut ante inftituendo, ad ean.dem pervenietur tequationem — 




EkJ\A A y 


8r. Si igitur ponamus 


= c * , ubi / ut ante expri- 
mit longitudinem penduli fimplicis ifochroni j habebitur , intc« 
grando , pro curva h;ec aequatio 

X — ^ X 

y = + Be f-f-Cfin. — + P cof. ~ ; 


qua; ad prtefentem cafum ita accommodabitur. Primo, fi pona<i 
tur X = o ; fieri debet y = b , unde fit 


+ B + D. 


Secundo, cum fit 


fdxfydx i pofitO X 


fieri debet 


dAy 


— o , unde prodit 
o == yi + B — D. 


Tertio,. cum fit 


*y 


que debet 


dx* ^ 


o j fieri quo 


= o , unde nafeitur ; 
o = yi — B — D. 

Quarto , fi ponatur x ~a^ evanefeere debet fi dx , fcu 

d^y 

; propterea quod fy dx exprimit fu.mmam omnium virium 


laminam in diredionc ad axem A B normali trahentium , qux 
lumma fi non eiret = o, ipla lamina motu locali promoveretur. 


contra inftitu.tum j erit ergo, ob hanc rationem , 

a 

— Be - Ccof. -+ i? fin- - 

C C 


P 


a 

Atf 


(^into 
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Quinta, ejula lannlna in extremitate B cft libera, Ibl curvatu- 
tam nullam habere poterit ; eritque Wco , poiito x = ^ , quo* 

que = o ; unde erit 


a 

6 = Aef + Be 


e — e fin. — — P cof, 

e 



His igitur quinque conditionibus In computum duAIs , non fo-' 
Ium quatuor conftantes A, B, C Se D determinabuntur j fed 

etiam fradionis — valor reperietur j ex quo proinde longitudo 

e 

penduli fimplicis ifochroni / innotefeet. 

8t. Ex harum aequationum fecunda & tertia, obtinetur 
D == A + B f Se e = A — jB,quiin fcquentibus fubftitur 
ti praebebunt 

o = Ae ~ Be ^ (^A — B') cof. — A •^B') fin. — 

o^Ae^ + Be"^ r-C^A^B) fin. 7 ~(^+B)_cof. 7 ; 

e G 

ex quibus reperhur : 


A 

B 




a 

e e 


cof. - + fin. - 

e e 



+ cof. - 

e 





ex qua aequalitate elicitur illa «quatio 



« 



unde fcquentes formabuntur aequationes 


Euleri Ve Afdx. iW/>, 


Pp 


L 


DE CURIIS 


ZS)S 

I. — = ir— <P= / tang. i (Py quK dat — =s 6.' 

€ Q 

pro Htu laminx naturali 

II. — ==;j7r — (J> = / cot. X <P 

C 

m. — = ^ ir + <P—i cot. i 0 

IV. — = I <p =/ cot. i <5 

C 

y. — =|5r+<p — / cot. ^ 

VI.~ = |ir — (p=/cot.i^ 

c 

&c. 

83. Hcc «quatlones iterum indicant innumerabiles ofcillatio- 
num modos , in quorum fecundo lamina femel tantum axem 
A B interfecabit , in tertio bis , in quarto ter , in quinto qua* 
ter, & ita porro. Ex quibus intelligitur modos fecundum , quar- 
tum, fextum dcc. ad prsefens inftitutum non.efle accommodatos. 
Quoniam enim in his numerus interfedionum eft impar ; lami- 
nae litus inter ofcillandum in fecundo foret talis , qualem Figura 
2 S reprarfentat , in quo quaihvis fumma virium follicitantium per 
totam laminam evanefeat , tamen ab iis lamina circa pundum 
medium C motum rotatorium acquireret : quia vires, utrique 
femifli a G & b C appheats ad eundem lamina motum rotato- 
rium inducendum confpirarcnt. Quam ob caufam, cum om- 
nino motus rotatorius excludi debeat , figura laminae , quam in- 
ter ofcillandum induit, ita debet cflc comparata, ut non folum 

Fig.zz. virium follicitantium toti lamin» applicatarum fit=:o, fed etiam 
ut earum fumma momentorum evanefeat ; quod obtinetur fi cur- 
va in pundo medio c , diametro c G fit praedita. Quod evenit 
fi curva axem A B vel in duobus, vel in quatuor , vel generarirn 
in pundorum numero pari fccct ; ex quo sequationes tertia , 
quinta, feptima &c. Solutiones tantum convenientes prabebtint. 

84. Hicc ipfa limitatio in ipfa Problematis propolitione 

con-. 
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contenta reperlctur , fi ejufmodi tantum curvas admittamus ; 
qua: redam C c habeant diametrum , fcu in quibus valor ipfius 
r prodeat idem , fi loco x feribatur a — x. Ponamus ergo in 
arquationc generali x — x loco x : atque prodibit 

a — . .r — ^ jL 

9 =.Ae<^t ‘-{-Be 4"^fin. ■-•col! — — Ccofi — ,fin. — 

c c c c 

+ Dco(. —.coi: — + r> fin. fin. - 

cc c c 

qu* cum congruere debeat cum arquatione 

ac* — ^ 

• — ji C ^ “f* Bc ^ + C fin* — f-f” D cof. — p 

✓ _ c c 

fiet A ^ ^ By c ( I + cofi — ) == D fin* — - ^ & C fin* ^ 

c c • 


— D (i — cof. — ) > quarum dua: pofteriores congruunt. 

C 

Cum ergo Cit — ~ e , hoc valorc cum fuperioribtis com- 
parato prodibit : 

— -cof. fin. — = 1 -^ “cof. — “fin. 


— rt 

# 


.... a 


a 

c 


- « 

feu e ^ 


1 4“ cof. r— ■+• fin. 

C 


a 


I 4 - cof. fin. 

C 

SL * ■ 

Sj. Erit ergo e c 


a 

c 


1 + fin. — 

C 

cof. ~ 


cof.- 

c 


fin. 


a 


cof. 


/• d 

: ficque in aequatione 


4 


« 1.4* fin. — ■ r f c - 

prius inventa f ^ ^ 5 femiflls tantum / cafuum fu- 

pr» exhibitorum, rdlicet ii qui fune numerii imparibus, F*- 
fens Problema lefolvem. _Quare rum prima requatio courmear 


,0« b B C V K V t s 

lamin» ftatnm naturalem , omnes ofcillationum modi In fcqucm 
tlbus xquatlonibus continebuntur : 


I. — =i: ’ X + 0 = / cot. i 45 

C 

y 

II. — = |x+4) = /cot. i4> 

C 

III. — = -t/x +4> = / cot. i <p 

c 

Scc. 

lr<£quationum ergo harum prima praebebit primum cumque prin- 
cipalem ofcillandi modum , pro quo v.ilor anguli ^ fimili modo, 
quo fupra, per approximationem reperietur. Limites autem an- 
guli 4> mox colliguntur elTe 1*, o', 40" Sc i’, i' , o", ex quibus 
per fcquentem calculum verus ipfius valor eruitur. 


fcu 

log.= 
fubtr. = 

: l%0',40'^ 

3 640" 

: 3, 561 1013835 

= 5,3144251332 

l%l', 0«^ 

3 660" 

3, 5634810854 

5, 3.14425*33* 

145 = 

= 8, 2455762504 

8, 24P055P522 

4 ) = 

: 0,0176472180 

0,0177441807 

|x = 

: 4, 7I2388P804 

4,712388^804 

a 

= 4 ) '73003^*^84 

4,7301331511 

II 

«1« 

= 30% 

30', 30" 

V — 

2,0543424742 

2, 051^62648* 

Iv = 

0,3126728453 

0, 31216^4510 

add. 

-0,3622156886 

0, 3622156885 

'lu = 

0,674888533^ 

'0, 674385I3^’<5 

H = 

4 > 73 oap ^543 

4, 7248186037 

Error. 

+ ^3^341 

,+ 53*45574 


diff. 5i5QP*3i 

Hinc 


E z A s r I c t s: lot 

Hinc Intclligltur verum valorcm ipfius non Intra Iftos 11- 
niites contineri , fcd aliquantulum efle minorem quam i *, o' , 
40'. Nihilo vero minus is ex his erroribus reperictur. Sit enim 
<P ~ I®, o',4o" — V'; erit a o"; ja JOP23J = »"; 636341;, 

unde repetitur a = 


<P 


2423 . 

= — 3 ^ , Ita ut fit 
10000 

i%o',3P 


Cum ergo fit 

/0 = 

fubtr. 


a 

e 


lOOOO 

: 3 ^ 39 , 7576 " erit 

3, 561072461 j 
5, 3144251 332 
8, 2466473283 
o, 0176460428 
4, 7123889804 

" ' ■ r •< '' ■■ ■ ■ I 

4, 7300350232. 


m , erit , ob e* 


■E H- 

M ■ 


86. Sit hic numerus = 
m\ Ekk: Jlf ^ f= -4. r:^,. — . Unde pari modo numerus 

^ m* , £{{ a ^ 

olcillationum ab hac lamina uno minuto iccundo editarum) erit 

= ^ exiftente ^ =.3,,i662 5 pcd. Rhen. 

Ouod fi ergo eadem lamina , nunc altero termino B muro m- 
nunc llbcu ad fonum edendum inebetur , erun, foni 
inter Ic ut »» ad hoc eft ut quadrata numerorum 

1, 8751040813 & 4, 7300350232, hoc eft ut I ad 6, 
262226. Ratio ergo horum fonorum erit proxime ut ii ad 
70 : horum ergo fonorum intervallurn conftituet duas o<ftavas , 
cum quinta & hemitonio. Sin autem pofteriw lamma Itbera du- 
plo longior capiatur quam prior fixa , intervallum fonorum erit 

fere fexta minor. 

|7, Invento hoc valore firadlonl* -7 ; aequatio pro curva, 

P p 3 quam 




. 5 ) 1 ? cv It r T s 


'•quam lamina intCf ofcillandum format , haiflcnus Indctctmlnata 
poterit dctci minari. Cura enim Iit 


a 


fin.-^ 


cof.- 

e 


» erit B 


cof 


fin.— 


B 


A ( cof. + fin. 


— I ) : cof. ~ & Z7 = A -{-B 
^ A cof — fin. JL + 1 ): cof. -j. Jamcft^ = -^^+-5 
+ D — z D~ zAicoi. fin. cof -|- 


i unde fit 


b cof 


a 

e 


^ ( I 'f-fin. - cof — ) 


fi 


a ( cof 

/t /• 

fin. 

e 

-+ 1 
e * 

4 fin. f 

1 

M 

1 

- fin. — ) 

e 

1 

1 

-i+fin. — + cof— ) 

e e 

2 (cof 

d u 

-rr fin. 

e e 

• + I ) 

4 fin. — 

e 

1 

il 

I + fin. — 

e 

+ cof — ) 

e _ 

^ ( I cof — ) 

_ e ^ 


( cof 


a 


fin. — + 1 ) 

G 


* fin. 


a 


->'1 


• I Y r 


D 


a 


h fin. 


tl 

e 


fin. 


a 


His fubftitutis oritur hsc aequatio : 


X 

e‘^ coC— + e ‘ (i — fin. — ) fi — cof -^) fin. -1- fin. 1 cof 

- + 


\ 


e 


a ( I 


fin. — + cof — ) 

e ' 


a 

e 


2 fin. 


88. Qijia autem rcdla Ce eft curvsc diameter, ponatur ab!& 
ciflaapunCio medio Cfumpta CP==«, erit x a — z. 

Unde 


l 
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Unde fit e f 


a . 

e^cc 


3 

e 


i- I 

‘ V - 


*. X 

e e 


e e y/ 


— z 


cof. -i 

e 

T- . A +Be 

j ex quo ent 7 


fin. 


— X 

e 


fin. 


) V cof. ~ ( I — fin. — ) 

' e r ^ 


z — 2 

ec e ^ 


2 (i 


fin. — + cof. — ) 
•e e ' 


a 


— u 


Tum vero erit ( i — cof. 


^ ^ X 


X ^ a X 


fin. ^ + fin. 

e 


fin. ( 


Zc 


. 2(e2c-i- e -^c ) 

+ fin. — cof. — = 

e e 

y) + fin. ( + f-) 


/i 

^ 'Yc e ’ <iulbus fubftitntis , oritur hasc «quatio; 


h 


Z ^ Z 

e e £ e 

a ' a 

2£ 


cof. 


+ 


gze -j- g 


cof. 


— > quae cft forma fimplici/fima 3 


2 C 


■ . f 

qua natura curvae a M e b exprimi poteft ; manifeftum autem 
eftjfive * fumatur affirmative, fiye negative, eundem efle pro- 


a 


diturum valorcm applicata: jr, Eft vero -e + r 
2 cof. - 


a 

2 e 


/% ^ ^ 

— Invenimus autem angulum — = 2 71“, o', 5p^«L. 

V cof. — : • 

e 

8p. Si jam ponatur z = o i praebebit y valorcm applicatae 


e e ; erit ergo 


2. Cg 
h 


2 V cof* 
2 cof 


a 


% S 


4. 


cof — 
2 e 


feu 


Ce 


A a 
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I + V' cof. 


2 cof. -f 

2C 
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^ fcc. - + X fec. V cof. At ett 

* 2C . ^ 


cof. — =: fin. 1*, o', 3p;-" & cof. -J- ='fin. 45% 30', 19I''. 

C ^ 

Hinc repcritur ^ = o, 5078 1 Deinde fi ponatur y — Oy 
reperientur punfta E & F quibus curva axem, intcrfecat. Erit 
ergo ^ 

2 cof. — " -o * 2 cof, 

f 4- ^ ^ == 

* 


cof. ^ 

2C 


(e^+e «O 


V cof. — 


ex qua per approximationes repcritur 

o, &f^==o, 448315- . 

Dum ergo lamina ofcillatlones peragit , hasc pundla E & F rei- 
tabunt immobilia ; ex quo hujufmodi motus ofcillatorius , qui 
alias vix adu produci poffe videatur , facile produci poterit. Si 
enim lamina in pundis E & F hoc raqdo definitis figatur , tura 
perinde ofcillabitur ac fi penitus elfet libera. 

5>o. Si eodem modo tradetur aequationum fupra inventarum 

fecunda — = — 4- 4) =s / cot. (p ; quo quidem cafu repe- 

C 2 

rietur proxime cp = o ; tum prodibit fecundus modus , quo la- 
mina libera vibrationes abfolvere poteft , fecando fcilicet axem 
A B in quatuor pundis j ideoque lamina perinde ofcillabitur , 
ac fi in his quatuor pundis cfTct fixa, Viciflim ergo, fi lamina 
in his quatuor pundis , vel eorum duobus tantum quibufvis fi- 
gatur ; tum , eodem modo ofcillabitur ac fi eflet libera j fonum 
autem edet multo audiorem ; quippe qui ad fonum prsceden- 
tem modo editum rationem tenebit fere ut 7* ad 3*, hoc eft, 
intervallum erit duarum odavarum cum quarta & hemitonii fe- 

miife. 


ELASTICIS. 
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miiTc. Tertius ofcillandi modus, quo cft-'- — 

I cot. cp , habebit fex curv;v acb inrerlc(flioncs cum axe AB; 
fonufque edetur plus una 0(flava cum tertia minore acutior ; 
huneque fonum lamina edet li in duobus illorum fex puniflorum 
figatur. Hinc patet quam varii foni ab eadem lamina , prout 
In duobus pundis diverfimode figitur, edi queant; & nili punc- 
ta bina , quibus infigitur, congruant cum interfeeaonibus in me- 
do primo , vel .fecundo , vel tertio , atque adeo ofcillationcs fe- 
fe ad modorum aliquem fcqucntlum , vel etiam ad infiniteli- 
mum componant , tum fonum fore tantopere acutum , ut pcrci- 
Pi omnino nequeat, feu quod eodem redit, lamina motum of- 
cillatorlum prorfus recipere non poterit; vel fdtem , inflar cor- 
da: vibrantis, cui ponticulus ita fubjicitur ut partes nullam inter fc 
teneant rationem rationalem, fonus minus didintflus producetur. 

po. Infixa nunc fit lamina elaftica in utroque termino A & J'ig- 24- 
B ; ira tamen ut tangentes curvte in his punctis non determinen- 
tur. Ad hunc fcilicet cafum in expcrlmicntis producendum, la- /.«MfW 
mina? in utroque termino Infigantur tcnuillimi aculei Aa,BS, 
qui parieti infixi reddant lamina? extremos terminos A & B im- tmninofi. 
mobiles. Ad motum ofcillatorium hujus lamina’ elaftica’ invef- 
tigandum , ponatur , ut ante , clafliciras abfoluta laminte = . 

Ekk , longitudo AB =--a, & pondus =rVf, atque longitu- 
do penduli fimplicis ifochroni ~f. Sit AMB figura curvili- 
rea, quam lamina inter ofcillandum induit, ac ponatur abfcilfa 
A P = A M = .V , applicata P M =y , & radius ofculi In 
M = R. Sit porro P vis , quam aculeus A « fuftlnet in di- 
rectione A « , & quia vis , qua elementum M m in dirciftione 
M A* urgeri debet quo lamina in hoc flatu confervetur , eft 


t) 

My ii X 

curva ha:c 


erit , per Regulas fupra deferiptas , aquatio pro 




Eft vero R 


: Px 
dx^ 


M 


a 


f 


fd X /}’ dx 


> quia curva verfus axem efl conc^^a; 
Euleri De Max. Mm. Q^q unde 


$o6 


D F. c V F y I s 


„„d. fit = A- - P- , 

Fafto ergo ,v = o , im redlus ofculi K in A infinitus, ideo- 

^^if^^sihxcxquatio bis diffcrcntictu.r ; prodibit eadem aequa- 
tio, quam, pro cafibus preccedentibus invcnirnus, 

Ek k y 

Quod fvergo ponatur erit arquatio integralis 

j^Ae^+B.e ~ +CCin.j + D coi j. 

Ad quam determinandam, ponatur .v = o, & quia fimuQ eva- 

Secundo, ponatur x = 4,U qu.a panter hen debet y — o,crit 

Ae^ e + C fm. ~ + Dco(. 

Tertio , quia evanefeere debet, polito & a'=o & 

X ' ■»- - ^-3 • 

JL — — a- 

O — A+B — I),&co ~Ae<^ +Be — Cfin. — — Pcof. 

Jam aequationes o == 'A + B D dc o 


O 


'dant D 


c C 

A - 4 “ B " 4 - D' 

'' 8c B = — A s qui valores. in reliquis duabus, 
jcquationibus fubftituti probent ^ ^ 

o=A(e'^—f- '^) + Cfm.A,&o=A(e~-e ~)-CCi0.f; 

quibus fatisfieri. nequit, nifi fit = o , quia non poteft efle 

a a- 

~ , prxicr cafum - — o tum vero efle debet 


n 

C ^ 


Cfin. — — 0 . Hic cum nequeat poni C o , quia motus 

C 


ofcillatorius foret [nullus , erit fln. 


a 


o , ideoque vel 


a 


ELASTICIS, 



M 1 ^ 4 • 

7“ — ^rjvel — ' = iTy dcc, uncic iterum infiniti dlverfi ofcil- 

t C 

dationum oriuntur modi , prout curva A MB axem vel nufquani 
prarter terminos A & B fccat, vel in uno, vel in duobus, vel in 

pluribus punftis ; uti colligitur ex a:quatione y = C fin. — . 

_ C* 

Punda interrcdioniim autem qnotcunque fuerint , aequalibus in- 
tervallis inrer le diftabunt.' 

pj. Cum igitur pro primo ac principali olcillandi modo Iit 



* c* = Tr*'><Ekkx-~ '< f , unde fit 
j Quare ratione longitudinis laminx. Co- 


ni iterum tenebunt rationem reciprocam duplicaram longitudi- 
num. Sonus autem hujus laminx hoc modo editus fe habebit 
a<l fonum ejufdem laminse , fi altero termino B muro elTet infi- 
xa, uti TTTT ad quadratum numeri i, 8751040813 , hoc eft ut 
2, 807041 ad I, feu in numeris minimis ut 57 ad i< 5 o , quod 
intervallum eft odava cum tritono fere. Si ofcillationes Ce' ad 

fecundum modum, quo eft 7 2 t, componant 5 fonus fiet 

duplici odava acutior ; fin fit = 3 t , fonus acutior fiet tri- 
bus odavis cum tono majore , quam cafu quo — x j & ira 

porro. Quse quo facilius ad experimenta revocari queant ; no- 
tandum eft ofcillationes hic quam-minimas poni, ita ur nulla la- 
minte elongatione fit opus. Quare, ne tenacitas laminje, qua 
etiam minimx extenfioni, fine qua ofcillationes ifte peragi ne- 
queunt, reludatur, hic alterationem afferat j cufpides illx ita 
debent conftitui, ut tantilla extenfio non impediatur: quod eve- 
nit fi plano politiffimo incumbant. Sic lamina elaftica AB in A 
& B cufpidibus A « & B 6 munita , fi cufpides fpeculo impo- 
nantur , fooum calculo conformem edet. 

Qq 4 


4^. 


• chijlic^ 
utroqiit 
termino 
f arieti /;/- 
fxu. 
fig. zj. 
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^±. Hoc cafu expedito ; iftnm de laminis clafticis traiTtano- 
nem claudat motus olcillatorius laminx elaftica?, utroque termi- 
no A & B muro infixx, ita ut inter ofcillandum punda A & B 
non folum maneant immota , fed etiam reda A B perpetuo (it 
tangens curvat AMB in pundis A & B. Hic ergo iterum 
cavendam cft, ut obices terminos A & B comprehendentes non 
iint adeo firmi , fed tantillam extenfiqncm quanta ad curvatu- 
ram requiritur, permittant. QiKVCunque ergo fint vires in ter- 
minis A & B ad laminam continendam requilitae; ad fcquen- 
tem pervenietur aequationem differentialem quarti ordinis Ekkd^y 


M 


ut lupra 


-ydx‘^i cujus,, fi ponatur 


MAf/. 

M 


c* , integraiis erit 


y 


X 

Ae c 


X' 


-f- Be 


-f- C fin. — -}~ cofi 

c c 


X' 


95. Conftantes B, C 3 Si £> autem ita debent efiecom- 
paratx , ut pofito x = o , non folum y evanefeat , fed etiam 
fiat dy = o , quia in A curva ab axe A B tangitur. Hoc 
idem utrumque vero evenire debet, fi ponatur at = 4 , unde iftaj 
quatuor aquationes nafcentur 


• 

0 

11 


B + 

D 

11 . 0 = 

= A - 

- JB + 

C 

III. 0 - 

(i 

Ae ‘ 

+ Be ~ 

+ C’fin.- 5 -+ DcoIAL 

C C 


A 

— a 


IV.. 0 = 

II 

b. 

' — Be * 

+ Ccof. — — D fin. — ; 


c c ’ 


Ex harum aquationum prima & fecunda oritur C= — A+By 

Si D= — A — B ) qui valores in reliquis duabus fubftitutl 
dabunt 


a* — a 

o==Ae~ + Be ~—(^A^B)Cm^-t~{A+B)coL-j 

^ ~ a. 

Q — Ai ^ r~ Be, ~r^ B) cof. - i- ( ^-lr-5) fin- f 

Iduarum- 


elasticis: 

(juarum fumma ac differentia. cft 




Ae 4-B fin. cof, — , feu 4 

^ • e O 


a 


A _ 

fm. 

a 

e 

B 


a 


cof. — 

e 

— a 

- e ^ 


e ~ — 

r a 

■ coi. — 

^ A 


e 

-.•r»; ■ • IIP— 


r* ^ 

lin. — 


a 


~ a 


unde Bt z z=: ( e ‘ + e ‘^ ) cof. — , feu 

" I + fin. — , 

" 7 " — e 

e‘ 


cof.— 

e 


Quar squatlo, quia congruit cum ea, quam §. 81 inveni- 
mus , lequentcs Solutiones numero infinita: fatisfacient : 


l 

II. 

ni. 


e 

a 

e 

a 


i ^ 


— Cp=: / cot -g 4> 
^ 4 - 4> = / cot. i 4>' 

— 4*= / cot. g 4' 


•TT 


&c. 


>5. Harum aquationum primas fatisficri nequit, nifi fit 4 ^ 
po*, ideoque — ~ ^ unde primus olcillandi modiis oritur 


^ 4- 4 = / cot. { 4 > y quae cum jam fu* 

4>73o°'3Jo^ 32- au amobrem lami- 
na elaftlca, cujus uterque terminus parieti infixus renetur, p^in- 

dc vibrationes fuas peraget, ac fi eflet omnino libera. -te 

' ■ ~ ' Q Q $■ autem 


ex sequatlone 
pra fit traiflata, erit 


a' 

e 


5,0 z> E c u R r I s 

autem convenientia tantum ad primum ofcillandi modum /pec- 
tat; fecundusenim ofcillandi modus, quo cft — — cp= 

log. cqt. ~ , atque lamina axem AB inter ofciilandum in uno 

punfto intcrfecat , in lamina libcfa lui parem non habet ; ter- 
tius’ autem modus lamina: utrinque infixa: congruet cum modo 
fecundo laminae liberae, atque ita porro. 

97. Hffc duo poftrema ofcillationum genera, ob. caufam al- 
latam, non congrue per experimenta explorari polTunt : primu m 
autem non folum ad experimenta inftituenda maxime eft aptum; 
fed etiam adhiberi poteft ad elafticitatcm abfolutam cujufque la- 
mina: propofita? 3 quam per ^ indicavimus , inveftigandam. 
Quod fi enim lonus notetur , quem hujufmodi lamina altero 
termino muro infixa edit, eique in corda confonus efficiatur , 
fimul numerus ofcillationum uno minuto fecundarum editarum 

f 

fl fl 

cognofeetur . Qui fi aequalis ponatur exprclfioni — \/g. E k k. 

ob numerum n cognitum, & quantiutes g , 4, Sc M per 

dimenfiones inventas, reperictur valor expreflionis Ekkydcqnt 
elafiicitas abfoluta innotefeit ; quae cum ea quam fupra ex lA» 
curvatione reperire docuimus j comparari poteft. 



J 




1 



\ 
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ADDITAMENTUM II. 

De motu projecJomm in medio non refijlente. Per 
Alethodum maximorum ac minimorum 

determinando. 

I* Uoniam omnes natur» cffc(5ius fcquiintiir quandam ma- 
ximi minimive legem ; dubium cft nullum , quin in- 
lineis curvis , quas corpora projedia , fi a viribus quibuscunque 
follicitentur , deferibunt , qu»piam maximi minimi\’c proprietas 
locum habear. Qiiarnam autem fit ifta proprietas , cx princi- 
piis mctaphyficis a priori definire non tam facile videtur: cum. 
autem has ipla curvas , ope Methodi diredl» , determinare li- 
ceat ; hinc , debita adhibita attentione , id ipfum , quod in iftis: 
curvis eft maximum vel minimum , concludi poterir.. Speftari 
autem potilTimum debet effciSus a viribus follicitantibus oriun- 
dus ; qui cum in motu corporis genito confiftat , veritati con- 
fentaneum videtur hunc ipfum motum , feu potius aggrega- 
tum omnium motuum qui in corpore projecSlo infunt , mini- 
mum clfe debere. Quae conclufio etfi non fatis confirmata vi- 
deatur , tamen , fi eam cum veritate jam a priori nota confenti- 
re oftendero , tantum confequetur pondus , ut omnia dubia qua?’ 
circa eam' fub oriri queant penitus evanefcanr. Quin-ctiam cum 
ejus veritas fuerit evidta, facilius erit in intimas Natura? leges; 
atque caufas finales inquirere j hocque alfertum firmiili.aus ra- 
tionibus corroborare. 

2 . Sit mafla corporis proje<fti= ejufque, dum fpatid- 
lum s emetitur jteleritas debita altitudini erit quan- 

titas motus corporis in hoc loco = fiA \J qu» per ipfum; 
fpatiolum ds multiplicata , dabit M ds \/ v motum corporis^ 

collectivum per fpatiolum ds. Jam dico lineam a corpore del- 

criptam: 
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criptam ita fore comparatam , ut , inter omnes alias lineas iifJcin 
terminis contentas, Iit fNlds\'v^ feu, ob M conQans fds dv 
minimum. Quoti li autem curva c|uariita taiif^iiam tilct data 
‘ ■ ' ! V per quantitates 

curva per Metho- 
poteft. Ceterum 

hxc exprefiio ex quantitate motus petita a?quc ad vires vivas 
traduci poterit; polito cnim’tempurculo , quo elementum ds 
percunitur , dt ; quia eft ds = dt s/'v , Hct fds ==/vdt i 
ka ut, in curva a corpore projeeio delcripta, fumma omnium vi- 
xium vivarum, quse lingulis temporis momentis corporis infunt , 
Iit minima,. Qiiamobrem neque ii qui vires per ipfas^ celeri- 
tates, neque illi. qui per celeritatum quadrata i^ftimari opor- 
.terc ftatuunt, hic quicquam quo offendantur reperient. 

2. Primum igitur, fi .corpus a nullis prorfus viribus follicita- 
ri ponamus, ejus quoque celeritas, ad qu.am hic folum attendo 
( direvftionem enim ipfa J^ethodus maximorum & minimorum 
compleretur ) , nullam patietur alrcrarionem ; critque ideo v 
quantitas conflans, puta = Hinc corpus a nullis viribus 
foliicitanim , fi utcunque projiciatur, ejufmodi deferibet lineam, 
in qua fit fds f b vel f ds —s minimuna. Via ergo htec, in- 
ter omnes iifdcm terminis contentas , ipfa erit minima ; atque 
adeo reda : prorfus uti prima Mechaniese principia poftuiant. 
Hunc quidem cafum non adeo hic affero, quo principium meum 
confirmari putem ; quamcunque enim, loco celeritatis s/ 1/, aliam 
affumliffem fundionem ipfius eadem prodiifiet via reda; ve- 
rum a callbus umpUcillimis incipiendo facilius ipfa confenfus ra- 
tio intelligi poterit, 

4- Progredior ergo ad cafum gravitatis uniformis , feu quo 
corpus prpjedum ubique, fecundum dirediones ad horizontem 
normales, deorfum follicitetur a vi conflante acceleratrice 
Sit A M curva , quam corpus In hac hypothefi deferibit , fuma- 
tur reda verticalis AP pro axe , ac ponatur abfcilfa AP =Ar, 
applicata P M , & elementum curvte M m = d s ; erit ergo, 
fx natura follicitationis , d‘v :^gdx, & -y =4 Hinc 

curva 


fpedetur, ,cx vinbus lolhcitantibus celeritas ' 
ad curvam pertinentes definiri , ideoque ipfa 
dnm maximorum ac minimorum determinari 
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„• „_ «/r j L ^ A/ * +/’/')> atque mi- 

fnr ^ H t +//>) ; qua; cxpreflto cunx 

forma generali fZd x comparata dat Zr= ^J {a -k- gx') (\ + pp') -, 

quare , cum politum fit dz~Mdx + 'Ndy\. Vdp. erit 


^=o & ? 


cft V 


dP 


p ^ ^ •4" ) /-V • 1 f ^ 

Vc !+//) • differentialis 


•* X 

ob N= o, fiet prarfenti cafu 


& 


^ = V C. Habebitut ergo \/ C- 
unde fit Cdx* + C^* = 


^ \/ (it +,CJc) 

V( I +fp) 


dy\/(a+^x) 
d s 

d x yj C 


C+gx). 


= «'/(«4«*) . & 4 = 7&_cS5 

qux integrata dat y=i — y/C(a- 

5 - Manifeftum quidem eft hanc a;'quatIonem efle pro Parabo- 
la. At ejus confenfum cum veritate attentius confiderafle juva- 
bit. Primum ergo patet tangentem hujus curva; efle horizon- 
talem, leu dx =■ o ; ubi eft a — C-i-gx ==o. Cum igitur 
principium abfciftarum A ab arbitrio noftro pendeat, /uniatur 
id in hoc ipfo loco , fietque C= a; tum vero ipfe axis per hoc 
pundum curva; fummum tranlcat, ita ut, polito x =o, fiat 
fimul y = o. His c^nfideratis , atquatio pro curva erit h^ec 


y = 2 V i quam non folum patet efle pro Parabola ; fed 

etiam , cum celeritas in pun<fto A fit da, altitudo C A , ex 
qua corpus labendo ab eadem vi g follicitatum eam ipfam ac- 
quirit celeritatem, qua in punito A movetur, erit = -jj hoc 

G 

eft, quarta; parametri parti xquatuf j prorfus uti ex doitrina mo- 
tus proje(5torum per Methodum direilam intelligitur. 

6. Sollicitetur , ut ante , corpus ubique verticalitcr deorfiim, 
at ipfa vis follicitans non fit conflans , fed pendeat utcunque ab 
altitudine C P. Scilicet polita ablcilfii C P — , fit vis qua 
corpus in M deorfura nititur = X funaioni cuicunque ipfius 
X. Si ergo vocetur applicata P M = > elementum arcus 

Eulcri dc Mox. R ? ^ 


JBig-. * 7 * 


I 
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= ^dy—fd)c\ Qx\xdv--XdiC^ Siv ~ A+ fXdx-, 

unde minimum cfTe debet hxc c'ii\>rci(\o fdx\'iA+fXdx) Qi-\ 
ex oua pro curva delcripta AM obtinebitur ha;c xtjuatio . 

t V (A-\-fXdx) ^ /C ^ — dy _ 

V C = ^ & / — Tr4::^c^xdx) ~ 


V (.1 +pp ) 

- ^ ' A X \‘ C 

feu jy =/-7 


( -^4 C^fXdx) d X 

Tangens ergo curvas erit ho- 


H^-e-^fxdxy 
zontalis uhlfXdx = C — A. Hccc vero eadem a-quatiotra- 

jedoria corporis per Methodum dlre^lam reperitur. 

7.. Sollicitetur nunc corpus In M a duabus viribus, altera 
horizontali = T fecundum dirc-<ftionem 'M P , altera verticali 
= X fecundum, direiiionem M.Qi Sit autem X funffcio qua- 
cunque reto verticalis M Q. C P = x , 8c T functio qua- 
cunque applicatae PM. —y-. Pbfitis ergo ut ante dy~pdx, 
erit dv'— — Xdx — Tdy, fietque t/ = — f^dx — 

fTdy-y unde minimum clfe debet hxc formula /dx vf( ^ “i”//)- 
( A ~fX dx — /T dy ). Dtfferentietur V f 1 + ) ( -^ — ' 

fXdx fTdy^y atque prodibit - ....... . . 

Xdx s! ( I -\-p p) T d y \/ ( l p p ) 

2 i' (A fXdx. JTdy) 2 V (A fX dx — f f dy ) 


“i- 

N 


pdp \/ (A fXdx— frdy) 

^yi+pp) 

__ — rv(i+ppy 

2y/(A: fXdx — frdyy 


Hinc pofito- 
ScP= 


■f^^-dy) 


erit pro curva quajfita.hasc aequatio, o 


V( i-hpp) 

N ~ ^ y feu Ndx. 

dx 


= dF. Hinc ergo, fit 

df'7(A- — rxdx — frdy) 

(i+pp^y (i-hpp)' 

r , dpd(A~fxdx — frdyy __ __ 

(.i+pp) v Ci+pp) 

ideoque 

'+PP 

• * • rT 


rdk v/ i +PP) 


— fXdx frdy) 

p X d X — p T dy 
^ ^ fXdx^ 

X d 'v T d x 


-frdy) 


(I -hpp) \.A fXdx — frdy ) 

^ d X 

A —fU^—f — Jr Hanc aquationem 

veritati effe. wnfemaneam patebit,, fi loco A Xdx — fTdy 

ponatur. 


/ 
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» • Z d p 

ponatur v , crit enim ^ — 

(I 


X dy Td X 

v( i+») * 


At cft 


radius ofculi 


( ^ 'i' pf ‘ ^ d X 

■ dp 


2v _ 

r 

i'Jx 


rdx 


ds 

Xdy 


, quo introdufto eft 
; ubi. eft ^ vis corporis centrifuga , & 


d 5 


exprimit vim normalem ex viribus follicirantibus 

ortam ; quarum virium aequalitas utique in omni motu projec- 
torum locum habet. 

„ iT' • • 2 d p Xdy T d X __ 

8. A,quat!o autem inventa —^ = - — itagc- 

^ i+pp A — fXdx — JTdy ° 

neraliter eft integrabilis , li multiplicetur per -^^^^^ — '* 

}>p Xdx-\- T dy 


r . • 2pdp ( A — f Xdx fTdy ) 

net enim ^ ~ 

( I +P”J 

, t • — p^fXdx-i-fYdy 

qua: integrata dat — 


/Tdy—pYXAx 


I -{-pp 

= C, /eu 

l P 

A 4- C-f- Cpp , unde/ — ^^"^jxdx) 


o > 


dy 


pofito B pro — A — C. Cum ergo fit / = > 


erit 


/ 


dy_ 


dx 


— r r.* , , aequatio pro curva 

^(B-i-fYdy)^ /(C-lh fXdx) ... > 


quaciita , in qua variabiles x Zc y funt a fe invicem feparatae. 
Vel fi conftantes £ & C in negativas convertantur, erit 


/ 


dy 


f 


d X 


■fXdx)' 


Ex quibus etfi curv* 


v (B frdy) y/(A . . 

conftrudtio facilis habetur, tamen jequaiiones algebraicx, quo- 
ties quidem in ipfis continentur, non tam facile^ «uuntur. oint 
X fk T fun<&iones fimiles & quidem poteftates iplarum x y^ 

• r /• dy '' dx 

Ita ut fit y — 


f 


X ) 


quae atquatio 


d ( if‘ — y ’ y VC'* — . . • 

G ft~ ly prabet Parabolam; fin »— 2. , Ellipfin centrum in C 

habentem : etfi hoc cafu utraque integratio quadraturam ircu^ i 

R r i reqm- 
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requirir. Vcrlfimile ergo videtur etiam aliis cafibiis , quibus 
neutra integratio fuccedit , curvas algebraicas latisfaccrc; quarum 
autem inveniendarum Methodus adhuc deiideratur. 

Urgeatur corpus M perpetuo verfus pundum fixum fe- 
cundum diredionem MC, viqnarfit ut fiindio quarcunque dif- 
tantia? M C. Pofitis ut ante CP — x, PM=^, Se dy= 
/>dxi fit CM — v/(x* 4-;^*)=:/, atque fit T ea fundioip- 
fius t , quae exprimit vim centripetam. Refolvatur harc vis in 
laterales fecundum M Q & M P , erit vis trahens fecundum 

M Q_ == -^ 1 & vis fecundum M P = ; ex quibus oritur 

acceleratio dv = — ____ — Tdt^ oh xdx~{^ 

t t 


jdy-=tdt i unde fit v=A — fTdt. Qiiamobrem minimum 
efle debet hsc expreifio fdx^ ( i (^A-^fTdt ), 

Jam, fecundum Regulae prarcepruhv, differentietur quantitas , 
V ( i +ppy{A — fTdt ) , prodibitque 

Td t \f pv) _ 1 _ P dp d (A f T d t ) ^ 

2"^(A fTdt) .. ^(i+pp) 


Ob dt 
&P = 


X d X ^ y dy 


erit ergo N 


Ty \/i ^pp 


pd (A f Tdt) 

V ( i+pp) 


2t {A fTdt) 

ex quibus efficitur aequatio pro 


curva Ndx = d r , quae praebet', 

Ty.Ix^/(l dp\ f(A fTdt) pT dt 

2ti/(A—fTdt)~(i.j.pp)^(l^pf) 2 y/'(l-i-pp)(A — fTdt) 

haecque reduda abibit in iftam ,, 

T(x d y y dx) dp 

2 1 (^A 'fTdt) I "^pp 

lo. Qiiamvis haec aquatio quatuor contineat litteras diver- 
las, tamen debita dexteritate integrari poted. Cum' enim fit 

ydy + xdx — tdt = pydx + xdx, erit dx = & dy = 4 : 4 ^ > 

qui valores »n aequatione fubftituti dabunt 


^ fcu - Edt _ dp(py + x) 
^(x-hyXd—fTdt} ' j^pp^ 2{A-^fTdt) il+pp)(px v). 

Ha- 
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sectorum: 317 

Harum exprclTionum utraque per logarlthmos cfl; integrabllis ; 


eft cn-m / 


Tdt 


2(A fTdt) 

^p(x + py) 


k 1 {A 


(1 

fx y 


— . refolvitur in f 

7 ) 


ita ut fit 



qua X- 


f 

^ 7T+77) ’ ^/\A fTdt) V ( 1 +/>;.) 

quationc declaratur, celeritatem corporis in M, qu3c eft = 

fTdt \ efle reciproce ut perpendiculum ex C in tan- 
gentem demiflum ; qua? eft proprietas palmaria horum motuum. 

n. Hoc vero idem Probi cana commodius refol vi poteft ip- 
iam retftam CM pro altera variaibili afiumendo. Verum Me- 
thodus lupra tradita non poftulat , ut amba? variabiles fint coor- 
dinatx orthogonales , dummodo fint ejufmodi binae quantirateS' 
quibus determinatis fimul curvx pundlum determinetur. Hanc 
ob caulam, non liceret diftantiam C M cum perpendiculo ex C 
in tangentem demifib pro binis illis varjabilibus accipere j, quo- 
niam ctiamfi detur & diflantla a centro & perpendiculum in 
tangentem , hinc tamen locus pun€ti curva: non defipitur. Ni- 
hil autem impedit, quo-minus difiantia CM, 8 c arcus circuli 
B P centro C deicripti, in locum duarum variabilium fubflituari- 
tur> quia dato arcu B P, & diftantia C M curvae pundum M 
aeque determinatur ac per coordinatas orthogonales. Hac ergO' 
annotatione ufus Methodi multo latius extenditur , quam alio- 
quin videri queat. 

12. Sit igitur diftantia corporis a centro MC = ^} & vis 
qua corpus ad centrum C folliciratur fit =J^ fundioni cuicun- 
que ipfius X. Centro C, radio pro lubitu aflumpto B C = c,; 
delcribatur circulus , cujus arcus BP teneat locum alterius varia- 
bilis 7, ita ut fit V^=zdy=p.dx, Ex vi autem follicitante eft' 
dv=i — Xdx , unde v—zA — fXdx.. Centro C , radio> 
CM = X , delcribatur arculus Mn, erit mn == dx% & C P r 

P p = CM : M n , unde fit M n ^ , & elementum fpa- 

• tli Mm= I -h ). Quamobrem minimum efle 


Rr f 


debet 


Fig. z Si 


\ 
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debet harc formula fdx \/ (^A — fX ) ( i -4- ) , ex 

e O 

* ( f • lY" 'I* t 1 p X X d e e ^ X ) • 

qua oritur valor different lalis -y- d. — ttt — T" > 

T dx c-^ cc + ppxx) ‘ 

per Regulam, nihilo arqual Is politus, prabebit hanc aquationem: 

, feu €c^ + Cccppxx = 

^ C^(^CC’^ppXX) 

{A — /Xdx) ppx* y ex qua fic 

e e \/ e e e ^ e 

^ — fxdx.x* C.~) XV ( ( ^ — J'Xdx) XX — Cee) 


feu dy 


r. e dx e 


X ^ \ j X d X ) X X Ce e ) 


y qua eadem aqua» 


tio etiam per Methodum direC^am invenitur. 

13. Ex his igitur calibus perfedtillimus confenfus principii hic 
ftabiliti cum veritate elucet : utrum autem ille confenfus in cali- 


bus magis complicatis locum quoque fit habiturus, dubium lu- 
pereffe poteft. Quamobrera quam late pateat illud prin- 
cipium diligentius erit inveftigandum , quo plus ipli non 
tribuatur quam ejus natura permittit. Ad hoc explicandum 
omnis motus projedorum in duo genera diftribui debet 5 quo- 
rum altero celeritas corporis,, quam in quavis loco habet, alb- 
io litu pendet,; ita ut, li ad eundem litum reverratur , eandem 
quoque lit recuperaturum celeritatem; quod evenit, li corpus 
vel ad unum vel ad plura centra fixa trahatur viribus, quat fintut 
fundiones quarcunque diilantiarum ab his centris. Ad alterum 
genus refero eos projc<fforum motus, quibus celeritas corporis 
per folum locum in quo haeret noa determinatur ; id quod ufu 
venit , vel li centra illa ad quar corpus follicitatur fuerint mobi- 
lia, vel fi motus fiat in medio reliffente. Hac fiuffa divifio- 
ne ; notandum eft , quoties motus corporis ad prius genus per- 
tineat , hoc eft , fi corpus non folum ad unum fed ad quotcunque 
ccnrra fixa follicitetur viribus quibufeunque , toties in motu hoc 
fummam omnium motuum elementarium fore niinimara. 

14. Hoc ipfiim aurem poftulat indoles Propolitionis : dum 
enim , inter datos terminos , ca quaeritur curva, in qua lit fds\jv 
minimum ; eo ipfo affuroitur , celeritatem corporis in utroque 

termino 
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^rmino eandem efTe , quxeunque curva corporis viam conftituafr 
Quotcunque autem fuerint centra virium fixa, celeritas corporis 
hi quovis loco M, exprimitur fundlione determinata ambarum 
vanob.hum C Sit igitur ^ (undio qu*. 

cunque «plarurn x & y, ita ut fit dv = Tdx + FJy.; atque vi- 
deamus , an principium noftrum veram exhibiturum fit projec- 
toriam corporis. Cum autem fit Tdx-ir Vdy, corpus 

perinde movebitur , ac fi follicitetur in M a duabus viribus, alte- 

ra /'in diredtione abfeiflis x parallela, altera vero V in direc- 
tione parallela applicatis y , ex quibus oritur vis tangentialis 

& vis normalis. = Debet autem. 


ex natura motus liberi , effe - , 

r ds ' 

ad quam ajquationem fi Methodus maximorum ac minimorum 
deducat, erit utique principium noftrum veritati conforme. 

1 5 . Cum igitur , per hoc principium, debeat efle /dx\/v( i-b//)' 
minimum, differentierur quantitas i +//) » atque, ob 

dv=Tdx-{- Vdy, orietur'.' 

T dx \ { \ + pp) , V4y \/( c + pp y , pdpsjv 
- 2 v' V 2 V i; 7 ( I jf- fp ) » 

obtinetur pro curva qu*fita fcquens aequatio , fecundum pr*-' 
cepta tradita , 

vdxi/(i ppy ’ 

2,^ v' u 

ieu 


V^x + 


V-^Tp 








Tp dx V d X 


d p \/ T) ^ p\^Tdx *+• Vdy } ' 

(i+fpf' »s?r+^fF>- 


At eft- radius oieuH in^ 


( l + P P ) d X \/ ( 1 + p p ) . f. 

- — '' Jy ^ — d-±U ■ qui fi ponatur 


n erit- 


M=- 

= -■ ■ - — ~ ; omnino uti per Methodum dircdlam ih-* 

r- V^( 1 +PP) ' _ 

Venitur. Dummodo ergo vires folHcitantcs ita fuerint compa^- 
rat* , ut ex reduci queant ad duas vires T & fecundum di- 
redliones coordinatis x & y parallelas folHcitames , qua? fint ut- 

fundliones qpascunqpe harum variabilium xScy^ tum femper in 

curva- 


izo i> ^ MOTU Pn.OfUCTOKUM. 
cum dcfcripta erit motus corporis per omnia elementa colle(5ius 

minimus. ... /• i 

i6. Tam lare ergo hoc principium patet, ut lolus motus a 

refjftcntia medii perturbatus excipiendus videatur ; cujus quidem 
exceptionis ratio fecile perfpicitur, propterea quod hoc cafu 
corpus per varias vias ad eundem locum perveniens non eandem 
acquirit celeritatem. C^iamobrcm , Tublata omni icfiftentia in 
motu corporum projcdlorum, perpetuo hac conflans proprietas 
locum habebit , ut fumma omnium motuum elementarium fit 
minima. Neque vero h*c proprietas in motu unius corporis 
tantum cernetur , fed etiam in motu plurium corporum conjunc» 
tim ; aux quoniodocunquc in le invicem agant, tamen femper 
fumma omnium motuum eft minima. Quod , cum hujufmo- 
di motus difficulter ad calculum revocentur , facilius ex primis 
principiis intelligitur , quam ex confenfu calculi fecundum utram- 
que Methodum inftituti. Quoniam enim corpora , ob inertiam , 
omni flatus mutationi rcluftantur ; viribus follicirantibus tam pa- 
rum obtemperabunt , quam fieri poteft , fiquidem fint libera ; 
ex quo efficitur, ut, in motu genito, effedus a viribus ortus 
minor effe debeat , quam fi ullo alio modo corpus vel corpo- 
ra fuiflent promota. Cujus ratiocinii vis , ctiamfi nondum fatis 
perfpiciatur ; tamen, quia cum veritate congruit , non dubito 
quin , ope principiorum fanioris Metaphyficac , ad majorem evi- 
dentiam evehi queat; quod negotium aliis, qui Metaphyficani 
profitentur , relinquo, - 
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Monitum ad Bihliopegam^ 

$ 

Tabulae omnes Figurarum ad calcem compingantur, vel duas 

priores poft paginam 244 inferantur , -pofteriores tres ad calcem 
ponantur. 

« 

AvU au Relieur. 

• 4 

II placera les cinq Planches de Figures k Ia fin' du Livre , ou 
bien, il mettra les deux premieres a la page 244, & les trois 
dernieres a la fin. 
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